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1. FEJEZET
Harmadfoku fiiggvények

1.1. A harmadfoku fiiggvény

Ebben a fejezetben a harmadfoku fliggvény grafikonjanak egyszerii geometriai tulajdonsagait
vizsgaljuk. A méasodfoku fiiggvény grafikonja tengelyesen szimmetrikus, és ez egyszeri fliggvény-
transzforméciéval kovetkezik abbél, hogy az x? fiiggvény paros fiiggvény, igy tengelyesen szim-
metrikus. Az 23 fiiggvény pératlan, tehdt az origéra kozéppontosan szimmetrikus. Ezért azt
remélnénk, hogy minden harmadfoku fiiggvény kézéppontosan szimmetrikus. Csakhogy itt a
helyzet bonyolultabb, mert nem kaphatunk meg minden harmadfoku fiiggvényt az 2 fiiggvény-
bél. A mésodfoku fiiggvénynél a "teljes négyzetté alakitds" alapjan tudunk minden mésodfoku
fiiggvényt eléallitani az x? fiiggvénybdl. Eldszor tehat azt vizsgaljuk meg, hogy a hasonlé eljaras
segitségével mennyire egyszerilisitheté a harmadfoku fiiggvény alakja.

Ezutan a fliggvény konvexitasi tartomanyait, majd a monotonitdsi tartomanyait keressiik meg.
Mindkett6hoz hasznélni fogjuk a differenciahanyadost:

Definicidé. Az z és y pontokban értelmezett f fliggvénynek e két ponthoz tartozé differen-
citahdnyadosa w Szavakkal: a fliggvény grafikonjanak az x és y abszcisszdju pontokhoz
tartozé pontjait 6sszekoto hir meredeksége.

Hasznalni fogjuk a kévetkez6 egyszeri tényeket:

Tétel. Az (a,b) intervallumon értelmezett f fiiggvény ebben az intervallumban pontosan
akkor né monotonan (szigortian monotonan), ha az intervallum barmely rogzitett x pontjara
az % fiiggvény nem negativ (pozitiv). Ezt a fiiggvényt az f fliggvénynek az x pontjahoz
tartozoé differenciahdnyados fiiggvényének nevezzilk. Az f fliggvény pontosan akkor konvex ezen
az intervallumon, ha minden x ponthoz tartozé differenciahanyados fiiggvény monoton né.

A csokkenésre és a konkavitasra vonatkozé allitdsokat —1-gyel vald szorzéssal kapjuk a fenti
tételbdl.

1.2. A harmadfoku fiiggvény szimmetriaja

1.1. (S) Igazoljuk, hogy alkalmas z: = z + t valasztéssal az ax® + bz? + cx + d fiiggvény
a(z} + pry + q alakra hozhat6

1.2. (M) Az 1.1 feladat szerint elég az y = 2> + px + ¢ fiiggvény grafikonjanak a geometriai
tulajdonsagat vizsgalnunk.

Igazoljuk, hogy az y = x3+px+q fiiggvény grafikonja kozéppontosan szimmetrikus és keressiik
meg a szimmetria kézéppontjat!

1.3. (S) Van-e szimmetria kdzéppontja az altaldnos az® +bx? + cx +d harmadfoki fiiggvénynek
(a nem nulla)?

1.3. A harmadfoku fiiggvény konvexitasa

1.1. (M) Igazoljuk, hogy az x® + pz fiiggvény a szimmetria kézéppontja "utén" a grafikon



1 fejezet. Harmadfoku fiiggvények 1.4. A harmadfoki fiigguény valds gydkeinek szima I.

konvex (a grafikon f6lotti tartomény konvex), "el6tte" konkdv (azaz a grafikon alatti tartomany
konvex).

1.2. (S) allapitsuk meg az altalanos ax® + bx? + cx + d harmadfoku fiiggvény (a nem nulla)
konvexitdsi (és konkavitasi) tartoményait!

1.4. A harmadfoku fiiggvény valés gyokeinek szama 1.

1.1. (M) Igazoljuk, hogy ha az 2% — ax? + bz — ¢ polinomban a? < 3b, akkor a polinomnak csak
egy valds gyoke van.

1.2. (S) Igazoljuk, hogy ha az az® + bx? 4 cx + d polinomban b? < 3ac, akkor a polinomnak
csak egy valds gyoke van.

1.5. A harmadfoku fiiggvény monotonitasa és helyi széls6értékei

1.1. (M) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv x szdmra —5z3 — 222 + 3z < %.
1.2. (M) Igazoljuk, hogy minden nem negativ z szdmra x(4 — 22 < 31—\%.
Mikor all fenn az egyenl6ség?

1.3. (S) Bizonyitsuk be, hogy

2 PP
m(p—x)ﬁv,

o, 7 ” 7’ _ 2 7z
ha z pozitiv. Egyenléség x = \/; esetén van.

1.4. (M) Tekintsiik most az 2® — px + ¢ harmadfoku fiiggvényt. A ?? feladatban lattuk, hogy
ennek a fiiggvénynek egyetlen inflexiés pontja van, mégpedig az z = 0 abszcisszaju pontban. A
monotonitasardl a kovetkezoket tudjuk:

Ha p <0, akkor ez a fliggvény szigorian monotonan novekszik az egész szamegyenesen.

Ha p > 0, akkor eddig azt lattuk be, hogy a pozitiv félegyenesen az ellentettjének pontosan
egy maximuma van, az r = \/g pontban. (Lasd az 1.3, tehat ennek a fiiggvénynek a pozitiv
félegyenesen ugyanitt minimuma van.

Bizonyitsuk be, hogy a fiiggvény a 0 < x < \/g intervallumon szigorian monotonan csckken,

az r > \/g félegyenesen szigoriian monotonan noévekszik.
A negativ félegyenesen pont forditva viselkedik a fiiggvény, mert paratlan.

1.6. Osszefoglalis és még egy geometriai tulajdonsig

1.1. (S) Osszefoglalés.

Tekintsiik az f(z) = ax® + bz? + cx + d harmadfoku fiiggvényt, ahol a nem nulla. Igazoljuk a
kovetkezoket :

Az f fiiggvény szimmetrikus a g—f abszcisszaju pontjara. Ha a pozitiv, akkor a kisebb abszcis-
szaju pontok alkotta félegyenesen konkav, az ellenkez6 félegyenesen konvex. Ha a negativ, akkor
pont forditva.

Ha b? 3ac, akkor pozitiv (negativ) a esetén az egész szdmegyenesen szigortian monotonan né
(csokken). Ezekben az esetekben pontosan egy nullhelye van a fiiggvénynek. (Egyenldség esetén
lehet hédromszoros nullhely is.)

Ha b% > 3ac, akkor pozitiv (negativ) a esetén az f fiiggvény



1.6. Osszefoglalds és még eqy geometriai tulajdonsig 1 fejezet. Harmadfoku fiiggvények

—b b2—3ac __ , . p ” .. —b
az x < 37 — 1/ 755¢ = xo félegyenesen szigorian monotonan nd (csokken), az xg < 57 +

2_ . . , . P , . ,
+4/ 3@32‘“ = x1 intervallumon szigortian monotonan csokken (nd), az x1 < z félegyenesen ismét

szigortian né (csokken).

1.2. (S) Az 1.1 jeloléseit hasznalva htzzunk parhuzamost az z-tengellyel az x( abszcisszaju
ponton at, messe ez masodszor az x6 abszcisszaji pontban a fiiggvény grafikonjat. Hasonléan
definidljuk az x/l pontot. Bizonyitsuk be, hogy

Ty = —2x0 és Ty = —211.

Mivel zg és 1 egyenld tavol van g—é’—t()l (a szimmetria kozéppont abszcisszajatol), ezért a fenti
allitds geometriailag azt jelenti, hogy az 1.1 abran szerepl6 négy téglalap egybevagdo.

E megjegyzés alapjan kiprébalhatjuk, tudunk-e spontan médon olyan fiiggvénygrafikont raj-
zolni, amelyik hasonlit egy harmadfokt fiiggvényére.

1.3. (S) Milyen valés q szamokra van harom gydke az 3 — px + ¢ polinomnak ?
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2. FEJEZET
Az érinto

2.1. [12] Hatdrozzuk meg az y = z? + 2z + 2 parabola z = 1 abszcissz4ju pontjdhoz htizott
érintGjének egyenletét!

2.2. [12] Hatarozzuk meg az y = 1 + zlnz gorbéhez egységnyi ordinataji pontjaban hizott
érinté egyenletét!

2.3. [12] Hatérozzuk meg az y = 3+ 1 gorbe azon érintéinek egyenletét, melyek az y = 3z + 1
egyenessel parhuzamosak!

2.4. [12] Mekkora teriiletii haromszoget alkot a koordinédtatengelyekkel az xy = 1 hiperbola
x = a abszcisszaji pontjdhoz hiuzott érintdje?
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3. FEJEZET
Fiiggvényvizsgalat

A fejezet nagyrészt a Somogyi Laszl6 altal a budapesti Istvan Gimnéazium specidlis matematika
tagozatos osztdlydban 1984-85-ben tartott érdk jegyzete alapjan késziilt.

3.1. (M) Vizsgéljuk az
i) =182 falw) = bt f3(@)
fa(z) = sing + SL2 fs(x) = %211’1% fo(z) =zln’z
fliggvényeket az alabbi szempontok szerint:
I. Ertelmezési tartomany meghatirozésa;
II. Globélis tulajdonsigok: paritas, szimmetria, periédus;
IT11. Zérushely, el6jel;
IV. Hatérérték az ET ,szélein”;
V. Derivalt;
VI. A derivalt el6jele, lokalis és globalis szélséértékek, monotonitdsi intervallumok;
VII. Ertékkészlet;
VIII. Masodik derivalt;
IX. A masodik derivalt el6jele, konvexitas;
X. Grafikon megrajzolasa.

—T

xTre

3.2. Vizsgaljuk az

gi(z) =In’z —4Inz ga(r) = e*(3 — %) g3(x) = sinz + cos 2z
94($):ﬁ g5(x) = Ve +1-Jz -1 go(x) = Insinz

fliggvényeket a 3.1. feladatban leirt szempontok szerint!
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4. FEJEZET
Szélsoérték

4.1. (M) [6] Adott egyenes korkipba frjunk maximélis felszinti hengert!

4.2. [4] 1 literes henger alaki badog edényt akarunk késziteni. Hogyan vélasszuk a méreteit,
hogy a legkevesebb badogra legyen sziikségiink ?

4.3. [4] Egy négyzet alakd papirlapbél a maximalis térfogatt nyitott dobozt akarjuk késziteni.
A sarkokon kis négyzeteket vagunk le, és az oldalt keletkezd részeket felhajtjuk. Hatarozzuk meg
a nagy és a levaganddé kis négyzet oldalanak aranyat!

4.4. [4] Hogyan lehet A-t6l B-be az e egyenes érintésével az AC'B alakd legrévidebb tuton
eljutni (az 1. dbra)?

C
4.4.1. abra.

4.5.[4] A-bdl B-be akarunk jutni a legrovidebb id6 alatt; az e egyenesig ¢4 egyenletes sebességgel
haladunk, az e egyenesen til pedig cp egyenletes sebességgel (az 1. dbra). Milyen iton menjink?

C\B

4.5.1. abra.

4.6. [4] Egy r sugart kerek asztal kozepe folott van egy f6l- és letolhaté ldampa. Milyen mag-
asra kell a ldmpat helyezniink, hogy az asztal koriil ilék a legjobban ldssanak? (A fénytanbdél
ismeretes, hogy a fényerOsség a tavolsag négyzetével forditottan, a fénysugaraknak az asztal
sikjéval alkotott szoge szinuszaval pedig egyenesen aranyos.)

4.7. [4] Adva van egy r sugaru korlap (itatés papirosbol). Mekkora nyilasu korcikket vagjunk
ki beléle, hogy a készitendd tolcsér alaki sziir6 maximalis térfogata legyen?

11



4 fejezet. Széls6érték

4.8. [4] Tapasztalasbdl tudjék a mérnokok, hogy adott hosszusagu gerenda hordképessége egye-
nesen aranyos a szélességével és a vastagsaganak a négyzetével. Hogyan vagjunk ki egy henger
alaku fatorzsbol olyan gerendat, melynek hordképessége maximalis?

4.9. [4] n galvanelembél allitunk el telepet, éspedig olyan médon, hogy = elemet parhuzamosan

és igy y = 7 csoportot sorba kapcsolunk. Hogyan kell az x-et megvalasztanunk, hogy az igy

keletkezd telep arameréssége maximalis legyen ?

4.10. [4] Egy adott korbe rajzolhaté derékszogii négyszogek koziil melyiknek van maximalis
teriilete?

4.11. [4] Hogyan kell egy adott gémbbe olyan hengert &llitani, amelynek térfogata maximélis?

4.12. [4] Egy adott egyenes korkipba helyezhet$ korhengerek koziil melyiknek van maximaélis
térfogata? (A henger alapja a kup alapjan legyen.)

4.13. [4] Melyik az a négyzetalapti maximalis
a) térfogatu, b) feliiletii
gula, melynek mindegyik oldaléle a hossztusagi?

4.14. Hatarozzuk meg az 1, /2, /3, /4, +/5,...sorozat legnagyobb elemét!

4.15. Milyen hosszi kamion fordulhat be a keresztezdédésben ?
Legfeljebb milyen hosszt lehet az a szakasz, amely attolhatd egy 5 egység szélességii savbol
egy arra meréleges 2 egység szélességli savba (lasd az 1. dbrat)?

2

/

4.15.1. abra.

19



5. FEJEZET
Egyenlotlenségek

5.1. [10] Adjuk meg az aldbbi egyenletek valés megolddsainak szamét az a paraméter fiig-
gvényében !

a) 23 — 3z = a, b) 32° — 5022 + 135z = a, c) 2%e® = a,

d) a® =z,

5.2. [10] Mely a valés szamokhoz talalhaté olyan b pozitiv paraméterérték, amelyre az 22 +
+ a = 2bIn z egyenletnek pontosan egy megolddsa van (z-ben)?

5.3. (S) [10] Mutassuk meg, hogy ha az a, b pozitiv szamok osszege 1, akkor barmely zx, y
szamokra teljesiil az 2%y’ < ax + by egyenl6tlenség!

5.4. MutaQSsuk meg, hogy 0 < x esetén
a)r— %5 <In(l+2z) <=
b)r—Z 42 2 <In(l4+a)<z—% +2.
c) Folytassuk az a)-b) egyenlétlenségsorozatot!

_1\k+1
d) Mely z szdmok esetén konvergens az l,, = > p_; %xk sorozat ?
e) Hatdrozzuk meg 1 — % + % - i + % — ... végtelen sor 6sszegét !

f) Hogyan &llnak a relacids jelek a)-ban és b)-ben —1 < x < 0 esetén?
5.5. [13] Igazoljuk, hogy 0 < x1 < x3 esetén

T9 — 1 1
< —
In 22 2

z1

(x1 + z2).

5.6. Mutassuk meg, hogy 0 < x esetén

3 . , 2
a)x—%ﬁsmxﬁxesl—%gcosxgl.

7 . , 4 4
b)x—g—?+’g—?—3§—!gsmxgsc—g—?jL’g—Tesl—%—kﬁ—!—’g—?gcosxgl—x—?qL“—!.
c) Folytassuk az a)-b) egyenlétlenségsorozatot!

d) Hogyan allnak a relaciés jelek a)-ban, b)-ben és c)-ben x < 0 esetén?

e) Mutassuk meg, hogy az

- _(EDF e - (5D
Sn—l;)m$ s C"_Z X

sorozatok tetszéleges x valds szam esetén konvergensek és hatarértékiik sin z illetve cos x.
5.7. Igazoljuk, hogy 0 < = esetén
2
a)l+z<e”; b) 1+ x4+ % <e”!

c) Folytassuk az a)-b) egyenl6tlenségsorozatot !
d) Hogyan allnak a reldciés jelek a)-ban és b)-ben x < 0 esetén?

5.8. a) Igazoljuk, hogy 0 <z < 7 esetén tgr > x + %3
b3) Adjunk meg minél nagyobb olyan a valés szdmot, amelyre 0 < x < § esetén tgr > x +
+ Z + azd.

12



5 fejezet. Egyenl6tlenségek

2

5.9. Igazoljuk, hogy 0 <z <lesetén 1+ §>+V1+ax>1+35 — %

5.10. (M) a) Mutassuk meg, hogy az f(z) = % fiiggvény a (0; 00) jobbrdl végtelen intervallumon
alulrél nézve (szigoruan) konvex!
b) Igazoljuk a szdmtani és harmonikus kozép kozti egyenlStlenséget n db pozitiv szamra!

5.11. (M) a) Mutassuk meg, hogy az f(z) = x? fiiggvény alulrél nézve (szigorian) konvex
R-en!
b) Igazoljuk a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenséget n db pozitiv szamra!

5.12. (M) Melyik haromszogben
a) maximaélis b) minimalis
a
sin « + sin 5 + sin -y
kifejezés értéke, ahol «, B és v a haromszog harom bels6 szogét jeloli?

5.13. (M) Adott sugaru korbe irt haromszogek koziil melyiknek
a) maximalis b) minimélis

a kertilete?

5.14. Adott sugaru koérbe irt n-szogek kozil melyiknek
a) maximalis b) minimaélis
a kertilete?

5.15. (M) Adott sugaru korbe irt haromszogek koziil melyiknek
a) maximalis b) minimélis
a teriilete?

5.16. (M) Adott sugart korbe irt haromszogek koziil melyikben maximadlis az oldalak né-
gyzetosszege ?

5.17. (M) Mutassuk meg, hogy

a n b n c
Va2 +12  Vi2+ 2 Ve +a?

egyenl6tlenség barmely valds a, b, ¢ szamokra teljesiil!

<

3
V2

14



6. FEJEZET
Alapveto integralok

6.1. Trigonometriai alaposszefiiggések ismétlése

6.1. (M) Fejezziik ki cosa-t
a) cos g éssing; b) cos§;
c) sin §; d) tg5
fliggvényeként !

6.2. (M) Fejezziik ki cha-t
a) ch$ és sh§; b) ch§;
c) shg; d) thg
fliggvényeként !

6.3. (M) Fejezziik ki sin -t
a) cos g éssing; b) cos§;
c) sin §; d) tg5
fliggvényeként! Adjuk meg, hogy melyik formula mely intervallumon érvényes!

6.4. (M) Fejezziik ki sha-t
a) ch$ és sh§; b) ch§;
c) shg; d) thg
figgvényeként! Adjuk meg, hogy melyik formula mely intervallumon érvényes!

6.5. (M) Fejezziik ki
a) tga-t tg%;
b) tha-t th§
fliggvényeként !

6.6. (MS) arshx logaritmikus alakja
Fejezzik ki a arshx értékét x-szel a logaritmusfiiggvény segitségével!

6.2. Parcialis integralas

6.1. (M)
a) Szamitsuk ki az I, = [ /2 $in" wdx integralt!
b) Mutassuk meg, hogy az {I,} sorozat monoton fogyo!
c) (Wallis formula)

Legyen
2n - 2n

'?-“- (1)

In = 2n—1)-(2n+1)

2.2 4.4
1-3 3-5

ol &

Igazoljuk, hogy lim, ;oo = 5.

15



6 fejezet. Alapvet6 integralok 6.3. Parcidlis tortekre bontds

6.3. Parcialis tortekre bontas

6.1. (M) Adjuk meg az aldbbi hatdrozatlan integralokat!

. S
+z°—4x—6
a) f (x2+2x+2 (z+2)? dx

b) [ %dm

3 —z249x+7
C) f 2+2x+2)(x2—x+1)d

—a3 722 —122+18
d) f 22 ta—2) (22 sy

6.4. Helyettesitéses integralas

6.1. (M) Adjuk meg az [ V1 — x2dx hatdrozatlan integralt!
)

6.2. (M) Adjuk meg az [v/1+ x2dx hatdrozatlan integralt!

bmdac hatarozatlan integralt!

(
(
6.3. (MS) Adjuk meg az [
6.4. (S) Adjuk meg az [ o—dz hatdrozatlan integrélt!
(

6.5. (MS) Adjuk meg az [ mdufc hatéarozatlan integralt!

6. (MS) Adjuk meg az [ ff—;dx hatérozatlan integralt!
7. (MS) Adjuk meg az [ 1JrS%Idac hatérozatlan integralt!
8. (MS) Adjuk meg az [ mdx hatarozatlan integralt!

9. (MS) Adjuk meg az [ mdx hatérozatlan integralt!

6.10. (MS) Adjuk meg az f2 — dz hatérozott integralt!
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7. FEJEZET
Gorbék

7.1. Gorbék paraméterezése

7.1. Melyik nevezetes gorbe paraméterezését adja meg a y(t) = (cht; sht) képlet?

7.2. (M) ciklois
Egy kerék cstiszdsmentesen gordiil az egyenes talajon. Irjuk le a kerék egy pontjdnak palyajat!
Tegyiik fel, hogy a kerék a szdmegyenes origdjabol indul, és kezdetben a vizsgalt pont épp
az origbban van. A t idOpillanatban a kerék érintési pontja a szamegyenesen legyen épp t-ben.
Adjuk meg a mozgd pont koordinatait ¢ fliggvényében !

7.3. (M) Asztrois

Egy r sugard kor belsejében csiiszasmentesen gordiil egy negyedakkora sugaru kor. A kisebb
kor egy pontjanak palydjat elemezziik. Legyen a nagy kor koézéppontja a koordindtarendszer
origbja, és a t = 0 id6pontban a vizsgalt mozgd pont legyen a két kor érintési pontja, a v(0) =
= (r;0) pont.

a) Vézoljuk a gorbét!

b) Tételezziik fel, hogy ¢ id6 alatt a két kor érintési pontja az origd kortl ¢ radidan szoget
fordult el. Irjuk fel a vizsgalt pont koordinatait!

c) Algebrai gorbe-e az asztrois? Van-e olyan kétvaltozés polinom, p(x;y), amelynek zérushe-
lyeinek halmaza épp a fent definidlt goérbe?

7.4. (M) Arkhimédeszi spirdlis

Egy pont egyenletesen mozog egy egyenesen, amely egyenletesen forog egy pontja koriil. Irjuk
le a mozgb pont palyajat!

a) Vézoljuk a gorbét!

b) Legyen kezdetben a forgd egyenes az z-tengely, rajta a mozgd pont kezdetben az origd,
a forgasi kozéppont pedig mindig az origd. Jeldlje a az egyenesen valdé haladéasi sebesség és az
egyenes forgasi szogsebességének hanyadosat. Paraméterezziik a spiralist az egyenes origd koriili
elfordulasanak 6 szogével!

c) Algebrai gorbe-e az Arkhimédeszi spiralis? Van-e olyan kétvaltozés polinom, p(z;y), ame-
lynek zérushelyeinek halmaza épp a fent definidlt gérbe?

7.5. (M) Bernoulli-féle Lemniszkdta

a) Aldbb négy definiciét olvashatunk. Mutassuk meg, hogy mind a négy ugyanazt a gorbét
definiélja!

Def. 1. Azon pontok mértani helye a sikon, amelyeknek az Fl(—g; 0), Fg(@; 0) pontoktol
val6 tévolsaganak szorzata %

Def. 2. Az ABCD radszerkezet az AB, BC, CD, DA rudakbdl és az A, B, C, D pontok-
ban taldlhaté csuklékbdl &ll. Az AB, CD rudak hossza /2 egység, mig a BC, DA rudaké 1
egység. Az A, B pontokat az Fl(—g;O), Fg(@;O) pontokhoz régzitjik, mig C' és D mozog.

Hol helyezkedhet el a C'D szakasz felezOpontja amikor a szerkezet atmetszi 6nmagat?

Def. 3. Invertaljuk az 22 — y? = 1 egyenletii hiperbolat az origé koriili egység sugari korre!
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7 fejezet. GoOrbék 7.2. Gérbék tulajdonsdgai

Def. 4. Allitsunk mer6legest az 22 — y2 = 1 hiperbola érintéire az origéb6l. Mi a talppontok
mértani helye?
b) Mutassuk meg, hogy a lemniszkita egyenlete Descartes koordinatarendszerben:

2 =y = (2" + )% (1)
c) Adjuk meg a P pont koordinatiit, ha tudjuk, hogy illeszkedik a fenti lemniszkéatéra és az
origétol vald tavolsaga t!

7.6. (M) Logaritmikus spirdl
A logaritmikus spiréal egyenlete poldrkoordinatakban: r = a - €’?, ahol a és b konstansok.

a) Mutassuk meg, hogy tetszéleges a, [ szogek esetén a gorbe ¢ € [0;«] ive hasonl6 a ¢ €
€ [8, 6 + o ivhez!

b) Viézoljuk a spiralt!

7.2. Gorbék tulajdonsagai

7.1. (M) Szamitsuk ki az origd kozépponti egység sugart kor x € [0;¢] intervallum folotti
ivének hosszat az integralszamitds segitségével!

7.2. Szamitsuk ki a 7.2. feladatban megadott ciklois t; = 2, to = 3 paraméterértékek kozés esd
részének teriiletét!

7.3. (M) Szamitsuk ki a 7.3. feladatban megadott asztrois

a) teljes ivének hosszat;

b) altal hatarolt tartomény tertiletét!

c) Mutassuk meg, hogy az asztrois érint&jének a koordindtatengelyek kozé esé darabja allando
hosszusagu! (A fal mellett lecstiszé palca asztroist érint.)

7.4. A sik egy pontjat megadja az origbtdl vald r tdvolsdga és helyvektoranak az x-tengely poz-
itiv félegyenesével bezart ¢ (polar)szoge. Azt mondjuk, hogy megadtuk a gérbe poldris egyenletét,
ha meghatéroztuk az r(p) fliggvényt, tehat kifejeztiik a sugarat a polarszog fliggvényében.

a)

Fejezziik ki a r(p) poléris egyenlettel megadott gorbe ¢ = o, ¢ = [ kozti ivének hosszat!

7.5. (M) Arkhimédeszi spirdlis

a) Hatérozzuk meg a 7.4. feladatban megadott Arkhimédeszi spirdlis elsé teljes (a ¢ = 0,
© = 27 értékek kozé esd) ivének hosszét!

b) Szamitsuk ki a sugdr és az érint§ szogét, azaz adjuk meg a ¢ paraméter fiiggvényében a
az origdt a gorbe ¢ paraméteri P, pontjdval 6sszekotd egyenes és a spirdl P, pontjahoz hizott
érint6 egyenes szogét !

c) A kor négyszogesitése

Adott egy Arkhimédeszi spirdl a sikon és egy kor. Szerkessziik a korrel egyenld teriiletli
téglalapot!

d) Szégharmadolds

Adott egy Arkhimédeszi spirdl a sikon és egy szog. Szerkessziik meg a szog harmadéat!

7.6. Forgassuk meg az y = 22 fiiggvény grafikonja és az x tengely altal hatdrolt tartoményt
az x = 0 és x = 1 értékek kozott az z-tengely koriil és hatdrozzuk meg a keletkezd forgastest
térfogatat!

1R



7.2. Gérbék tulajdonsdgai 7 fejezet. GOrbék

7.7. Hatérozzuk meg az y = Inx figgvény z-tengely koriili forgatasakor keletkezo forgastes
1 <z < 2 abszcisszaja pontok altal hatarolt részének térfogatat!

7.8. Hengerek dthatdsa
Két r sugari kérhenger tigy helyezkedik el, hogy forgastengelyiik egy sikban fekszik és merdleges
egymasra. Hatarozzuk meg a két henger kozos részének térfogatat!

7.9. Paraméterezett gorbe forgatdsa

Adjuk meg a y(t) = (x(t),y(t)) paraméterezett gorbe t = a, t = [ paraméterértékekhez tar-
tozd pontjai kozti {vének z-tengely koriili forgataséval keletkez6 forgdstest térfogatéat (feltételez-
ziik, hogy ott y az z fiiggvénye)!

7.10. (M) Parabola ivhossza
Szamitsuk ki az y = x? normalparabola = 0 és @ = 1 abszcisszaji pontjai kozti {vének
hosszat !

7.11. (M) Ezponencidlis fv. grafikonjinak ivhossza
Szamitsuk ki az y = e” exponencidlis fliggvény x = 0 és x = 1 abszcisszaji pontjai kozti
ivének hosszat!

7.12. (M) Ciklois ivhossza, terilete
Hatarozzuk meg egy teljes ciklois iv (lasd a 7.2. feladatot)
a) hosszdt;
b) alatti tertilet nagysagat!

7.13. (M) Logaritmikus spirdl

a) Hatdrozzuk meg, hogy az r = a - e® egyenletii logaritmikus spiral (lasd a 7.6. feladatot)
mekkora szoget zar be azzal a sugdregyenessel, amit éppen metsz! (Tehat a gorbe adott pontbeli
érintjének és a pontot az origéval Gsszekots egyenesnek a szogét kell meghatérozni.)

b) Szamitsuk ki a gorbe egy teljes ivének, a ¢ € [0; 2] paramétertartomanyhoz tartozé ivnek
a hosszat!
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8. FEJEZET
Furcsa fiiggvények

8.1. (M) Van-eolyan f:R— R
a) figgvény, b) folytonos fliggvény,
amelyre f(x) pontosan akkor raciondlis, ha f(z + 1) irracionalis?
8.2. (M) Van-e olyan f:R — R folytonos fiiggvény, amelynek lokalis széls6értékhelyei:
a) Xo = —2 (minimum), X; = 0 (maximum), Xo = 2 (minimum);
b) Xo = —2 (minimum), X; = 2 (minimum);
és mas lokalis széls6értékhelye nincs? Van-e a mindenhol derivalhaté fiiggvények kozott ilyen?

8.3. (M) Legyen f az xy € R szdm egy kornyezetében értelmezett fiiggvény. Tekintsiik a

i J@ A0~ J@) S Ac) [ - Aa)
Az—0 Ax Az—0 2Ax

hatarértékeket. Szemléltessiik jelentésiiket ! Melyikiik 1étezésébdl kovetkeztethetiink a masik 1étezésére ?
Milyen kapcsolat van a két hatarérték kozott, ha mindkettd 1étezik ?

8.4. Legyen f az z¢p € R pont egy U kornyezetében értelmezett, zo-ban differencidlhaté fiig-
gvény. Mutassuk meg, hogy ha {«a,} C U, {B,} C U tetszbleges sorozatok, melyekre oy # S
(keN) és

lim op = lim By = zo,
k—o0 k—o00

lim flaw) — f(Br)

k—ro0 ap — ,Bk

akkor
= f'(wo).

8.5. Az aldbbi fiiggvények 0-n kiviil minden val6s szamon értelmezettek. Koziiliik melyiket lehet
gy értelmezni 0-ban, hogy ott

a) folytonos b) differencidlhaté

legyen?

1 1 9 . 1
fi(x) =sin—, fa(x) = xsin e fa(x) = x*sin =
8.6. Az 1 ébran a g fliggvény grafikonja lathaté. A grafikon darabjai 3 ill. (—3) meredekségii
szakaszok, végpontjaik az x-tengelyen ill. az y = = egyenesen vannak. Legyen ¢(0) = 0.
a) Mutassuk meg, hogy g a [—4;4] intervallumban folytonos!
b) Mutassuk meg, hogy g a (—4;4) intervallumban végtelen sok helyen nem differencidlhaté!
Jelole G(z) a g fiiggvény grafikonja az x tengely és az x = —4 egyenes altal hatérolt rész eléjeles
teriiletét (az = tengely alatti tertiletrészek negativan, az a folottiek pozitivan szamolandok).
Tehat pl G(—4) = G(4) = 0.
c) Mutassuk meg, hogy G a (—4;4) intervallum minden pontjaban differencialhatd!
d) Hatarozzuk meg G’(0) értékét!
e) Mutassuk meg, hogy G-nek minimuma van 0-ban, de a 0 egyik bal oldali kérnyezetében
sem igaz, hogy G'(z) < 0!
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8 fejezet. Furcsa fiiggvények

MR

Q0
s

N
<

iy

<
Qo

s

8.6.1. abra.

8.7. [7] Mutassuk meg, hogy a

h(z) x+ 22, ha x racionalis,
x) = . .
x — 2, ha z irracionalis;

fliggvény
a) a 0-ban differencialhato;
b) 1/ (0) > 0;
c) 0 egyik kornyezetében sem monoton.

8.8. Dontsiik el, hogy az alabbi fiiggvények koziil melyek folytonosak illetve differencidlhatdéak
az

a) z =0, b) x =1, c)r=+2

pontban!
) 1, ha x raciondlis,
L fi(z) = { 0, ha x irracionélis.

L. fo(z) = z, hax Faclo.nah’s3
—x, ha z irracionalis.

2 . /7-
x ha z racionélis
I11. = ’ . o
fs(2) { —22, ha x irracionalis.
L =P + —
IV. fy(z) =< ¢ hax.—q,?E/Z;,qu ) =1,
0, ha x irracionalis.
8.9. Van-e olyan fiiggvény, amely az [0; 1] intervallumon folytonos, kontinum sok helyen zérus,
de nincs olyan nem {ires nyilt intervallum, amelyen azonosan 07
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8 fejezet. Furcsa fiiggvények

8.10. (M) [5] Van-der-Waerden fiigguénye
A ¢ fiiggvény grafikonja az 1. dbra fels6 részén lathatd, po peridédusa 1, értékkészlete a [0; %]
intervallum. A grafikon szimmetrikus az x = % (k € Z) egyenesekre. Legyen ¢, (z) = 5w¢0(2"z)
(n € N*). A o1, ¢ fiiggvények grafikonja feketével htizva lathaté az aldbbi abra kozépsé ill. alsé
részén. Legyen tovabba
() = po() + ¢1(x) + ... + @n(z).

8.10.1. abra.

a) Rajzoljuk meg a @1, Oy, O3 fliggvények grafikonjat!

b) Mutassuk meg, hogy ®; grafikonja egyenes szakaszokbdl all és ezek meredeksége olyan
egész, amelynek paritdsa (k + 1) paritasaval egyezik meg.

c) Mutassuk meg, hogy a ®(z) = nhﬁrgo ®,,(x) hatarérték minden = € R-re 1étezik!

d) Mutassuk meg, hogy a ®(x) fliggvény minden x € R-ben folytonos!

e) Mutassuk meg, hogy a ®(z) figgvény semelyik x € R-ben sem differencidlhaté!

f) Hatarozzuk meg ®(x) maximumat!

g) Adjuk meg ®(z) Osszes maximumhelyét!
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9. FEJEZET
Vegyes feladatok

9.1. [9] Az f folytonos és monoton novekedd fiiggvény a [0;1] intervallumban értelmezett,
és értékkészlete is ugyanez az intervallum, tovdbba f(0) = 0, f(1) = 1. Bizonyitsuk be, hogy
a fliggvény grafikonjit le lehet fedni n darab egyenként # teriilet(l téglalappal (a téglalapok
oldalai parhuzamosak a koordindtatengelyekkel)!

9.2. (M) [11] Stirling formula

Alabb a logaritmus gorbe alatti, 1 és n abszcisszak kozés es6 I, teriiletének vizsgalatabol n!
értékére nyeriink aszimptotikus formulat.

Legyen i € N esetén A;(i;0), B;(i;In4), valamint jeldlje C; a logaritmus gérbe B;y1-beli
érintéjének ¢ abszcisszaju pontjat és S;, T, t; rendre az A;A;+1B;+1B; négyszog, a B;B;11C;
haromszog (az abran a sziirke és fekete tartomany egyiitt) illetve a B;B;1 htr és a logaritmus-
gorbe kozti tartomdny (az 1. Abrén a fekete tartomany) tertiletét.

A; Aita

9.2.1. abra.

a) Fejezziik ki n-nel I, értékét!

b) Fejezziik ki i-vel S; értékét!

c) Fejezziik ki n! értékét az I,,-re és S;-re kapott formuldkbdl és a ¢; teriiletekkel!

d) Mutassuk meg, hogy a 7,, = Y1 T; sorozat konvergens!

e) Mutassuk meg, hogy a 7/, = i, t; sorozat konvergens!

f) Hatdrozzuk meg a ¢, = Inn! — (n + %) Inn + n sorozat hatarértékét (¢, =1 —17))!

g) Mutassuk meg, hogy

|
lm — " 1. (1)

n—oo rn/Tle—?’Lq /277_774

9.3. (M) [6] Egy flirészfog

Aldbb (ldsd az 1. dbrat) egy ,flirészfogat” vizsgdlunk, amely végtelen sok f,fog”-bol &ll. A
fogak az x tengely [0;1] intervalluma és az y = z fiiggvény grafikonja kozott talalhatok. A
fogak derékszogii haromszogek, melyek két befogdja vizszintes illetve fliggbleges az abra szerint.

[ 1=4



9 fejezet. Vegyes feladatok 9.1. Elliptikus integralok

A haromszog atfogdja az origd felé haladva egyre meredekebb. A legnagyobb, az (1;1) pontban
cégz6dé flrészfog bal oldala 2 meredekségili, a kovetkez6 fog bal oldala mar 4 meredekségii, majd
6 meredekségii fog kovetkezik, és igy tovabb.

NO[—=

9.3.1. abra.

a) Mutassuk meg, hogy a fogazat (a ferde atfogdk = tengellyel alkotott metszéspontjai) tar-
tanak az origbhoz (z = 0-hoz)!

b) Hatérozzuk meg a haromszogek teriiletének 6sszegét !

9.1. Elliptikus integralok

9.1. (M) Ez a feladat az Iy(§) = fog \/% integralroél szél, amely az origd kozéppontt egységkor
azon {vének hosszat adja meg,amelynek x tengelyre esé vetiilete a [0;¢] intervallum. A prim-
itivfliggvény felhasznalasa nélkiil szamitsuk ki az

a) r=vV1—u?

b)  z=lg== 0<ze< L)

helyettesitéssel adddé 1j integrandusokat (0 < u, z < 1), és az integralds hatarait. Ertelmezzitk
a kapott eredményt!

S

9.2. (Fagnano a lemniszkatdrol)
a) Mutassuk meg, hogy a Bernoulli-féle lemniszkéta (lasd a 7.5. feladatot) origébél indulé 7
hosszt hirjdhoz tartozé ivének hossza (lasd az 1. dbrat):

Tdt
/0 NS e

9.2.1. 4bra.
b) Mutassuk meg, hogy a lemniszkita gorbén a CM = 7 hossziségu és a

1— 72

CN: I —
T 1472

D TAS



9.1. Elliptikus integralok 9 fejezet. Vegyes feladatok

hosszusdgt hurhoz tartozé ivek negyedivre egészitik ki egymadst, azaz a CM fv az AN ivvel, a
CN iv pedig az AM fvvel egyenlo hosszu.
c) Mutassuk meg, hogy a lemniszkata gérbén a CM = 7 hosszisigi hirhoz tartozé iv hossza-

nak kétszeresével egyenl6 a
271 — 74

CMQ = 7’” = 1 i 7_4
hosszisdga hirhoz tartozé iv hossza.

d) Mutassuk meg, hogy ha a lemniszkata C' A tengelyére mer6legest allitunk az A végpontban
és erre felmérjik az AT = COM szakaszt, akkor a CT félegyenes kimetszi a lemniszkatabol azt

az N pontot, amelyre a CM, N A lemniszkataivek egyenlé hossziak.

9.3. (M) (Fagnano és az ellipszis)

a) Tekintsiik a C' kézéppontt r sugart k kor AB negyedkorivét és rajta a tetszolegesen felvett
M pontot (1asd az 1. abrat). A k kor M-beli érintéjén vegyiik fel a H, K pontokat ugy, hogy H
a C'B félegyenes metszéspontja legyen, mig K a H-t6l M felé helyezkedjék el H-tél r tavolsigra.
Messe a K-n at huzott C'B-vel parhuzamos egyenes a negyedkorivet az N pontban. Mutassuk
meg, hogy a kor BM NA fvei egyenlok.

H
<
B ¢ M
K
: B
» N
C A
9.3.1. abra.

b) (Fagnano pont, mint extrémum)

Most egy k ellipszist vizsgalunk, melynek kézéppontja C, fél nagytengelye C' A, fél kistengelye
CB. Tekintsiik az ellipszis AB negyedivén egy tetszoleges M pontot és legyen a C' kozéppont
merdleges vetiilete az ellipszis M-beli érintéjén T'. Hatarozzuk meg az MT szakasz hosszanak
maximumat!

c) Tekintstik még az ellipszis M-beli érint6jén a H, K pontokat gy, hogy H a C'B félegyenes
metszéspontja legyen, mig K a H-t6l M felé helyezkedjék el H-t6l a C A fél nagytengellyel
egyenld tavolsagra. Messe a K-n at htuzott CB-vel parhuzamos egyenes a negyed ellipszisivet
az N pontban. Mutassuk meg, hogy az ellipszis BM , NA fveinek kiilonbsége a T'M szakasz
hosszaval egyenl6.

d) (Fagnano pont, mint keriletfelezd)

Ha az AC B ellipszisnegyed C A féltengelyére egy C AFE egyenl6 oldalti haromszoget szerkesztiink
(lasd a 2. abrét), és az AE oldalra felmérjik az AF = CB féltengelyt, akkor a C' koézépponti
F-en 4tmend kor a BA ellipszisivet egy olyan O pontban metszi, amelyre

CA+ AO = CB + BO,

tehat a CA, C'B féltengelyek és a BC' iv alkotta zart gorbe keriiletét felezi a C'O egyenes.
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Segitség, itmutatas

1. Harmadfokt fiiggvények

1.1. 1dgy kell ¢t-t valasztanunk, hogy a masodfoku tag kiessen: t = g—b.

a

1.3. Az 1.1 feladatban ldtott modon "eltiintethetd" a négyzetes tag és a f6egyiitthatd kiemelése
utan alkalmazhaté a 77 feladat. Azt kapjuk, hogy a fiiggvény az x = g—ab abszcisszaju pontra

koézéppontosan tikros.

1.2. A feladat derivalassal konnyen megoldhaté. De megoldhaté "elemien is": a 7?7 feladatban
alkalmagzott, %—Val val6 eltolas utdan lathatd, hogy ha a pozitiv, akkor a szimmetria kézéppont
el6tt konkav a fiiggvény, utana konvex, ha a negativ, akkor pont forditva.

1.2. Ismét az segit, ha a polinomot atrendezzik x + % hatvanyai szerint. A maéasodfoku tag

eltiinik, az els6foku tag egyiitthatdja 3“’;§b2. Ha ez a szdm pozitiv, akkor a fiiggvény szigorian

monotonan novekszik, tehat csak egy nullhelye van.

1.3. Az 1.2 mindkét megoldasa célra vezet most is. Rdadasul mindkét esetben ugyanazzal az a
paraméterrel.

1.1. Lényegében minden allitdst belattunk mar korabban, xy és x; értékét tgy kapjuk, hogy
alkalmazzuk az ' = z + 3% helyettesitést és az igy kapott f (:c, fliggvényre alkalmazzuk az 1.4
feladatot.

1.2. Nyilvanvald, hogy a szimmetria miatt elég az egyik allitast beldtni. Az is kbnnyen meggon-

dolhaté, hogy elég az 2° — px alaki fiiggvényekre (p > 0) belatni az allitast. Ez kétféleképp is

torténhet. Az egyik: kiszamoljuk a fliggvény értékét 4 és —24 pontban: mindkettore 7;\1)/*5/5 -at

kapunk.

A masik lehetOség: legyen az z( abszcisszajui ponton dtmend vizszintes egyenes az x-tengely.
(Ehhez csak g-t kell jél vélasztani az 2® — px + ¢ fiiggvényben.) Ekkor z¢-ban a fiiggvénynek
kétszeres nullhelye van (mert nem el6tte nd, utdna csokken), a gyokok osszege pedig nulla, tehat
a harmadik gyok —2xg.

1.3. Alkalmazzuk az 1.2 feladatban kapott eredményt. Pontosan akkor van hiarom valés gyok,
ha a fliggvény értéke xg-ban nem negativ, x1-ben nem pozitiv. Kiszdmolhatd, hogy ez pontosan
akkor teljesiil, ha (%)% < (§).

2. Az érinto

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és atmutatasokat.

3. Figgvényvizsgalat

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.
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Segitség, utmutatas 4. Szélséérték

4. Szélsoérték

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

5. Egyenlotlenségek

5.3. Legyen t = % Az egyenlStlenség az f(t) = at — t* + 1 — a fuggvény vizsgdlatdra vezet.
Mutassuk meg, hogy 0 < t esetén ez t = 1-ben minimalis.

6. Alapveto integralok

6.6. Ha t = arshx, akkor sht = z, azaz etae_t = z. Oldjuk meg ezt az egyenletet a ¢ is-

meretlenre!

6.3. Alkalmazzuk a tg5 =t helyettesitést!

6.4. Alkalmazzuk a thg = t helyettesitést vagy a 6.4. feladat eredménye alapjan sejtsiik meg
az eredményt!

6.5. Alkalmazzuk a t = \/x + 1 helyettesitést!

6.6.

1. segitség, utmutatas. Prébdlkozzunk egyfajta ,,maradékosan osztassal”!
2. segitség, utmutatas. Alkalmazzuk az e® = t helyettesitést!

6.7.

1. segitség, utmutatas. Alakitsuk a sin fiiggvényt cos fligvénnyé, majd a cos 2a-ra vonatkozo
megfelelé Osszefliggés alkalmazdsdval alakitsuk at a nevezot!

2. segitség, utmutatas. Alkalmazzuk a t = tg5 helyettesitést!
6.8. Alkalmazzuk a t = 1 + e helyettesitést!
6.9. Alkalmazzuk a t = tg§ helyettesitést!

6.10. Alkalmazzuk a t = v/ — 1 helyettesitést!

7. Gorbék

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

8. Furcsa fiiggvények

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

9. Vegyes feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.
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Megoldasok

1. Harmadfokt fiiggvények

1.2. Az y = 23 + pr fiiggvény pératlan fiiggvény, tehat van szimmetria kézéppontja: az origé.
Ezt kell g-val "feltolni". Tehét a fiiggvény a (0|q) pontra szimmetrikus.

1.1. Derivalassal természetesen konnyen adédik az allitds. De belathaté elemien is. Most ez
kovetkezik.

Nyilvan elég az egyik allitast beldtni. Pozitiv z-ekre az 23 fiiggvény grafikonja konvex, a linearis
fiiggvény pedig az egész szamegyenesen konvex (és konkév is!). Két konvex fiiggvény Gsszege is
konvex.

Az 23 fiiggvény konvexitédsa a pozitiv félegyenesen "elemien" (derivélds nélkiil) a kovetkezSkép-
pen lathat6é be. Legyen zy rogzitett pozitiv szam, z pedig fusson a pozitiv félegyenesen. A zg

és a z abszcisszaju pontot Osszekotd szakasz meredeksége Z:)_;;g = 22 + 229 + 23. A konvexités
ekvivalens azzal, hogy z noévekedésével ez a meredekség ndvekszik, ami viszont nyilvanvalo.

Megjegyezziik, hogy az utébbi gondolat kézvetleniil az a2 + px + ¢ fiiggvényre is alkalmazhato.
Ebben az esetben a meredekséghez a konstans p érték adodik hozza, ami nem véaltoztat a
novekedésen.

1.1. Ha volna két valés gyok, akkor a hozzajuk tartozd két gyoktényezé szorzatat, akkor egy
elsofoki valds egyiitthatés polinomot kapunk, amelynek valés a gyoke. Ha tehat volna két valds
gyok, akkor harom is volna. Ebben az esetben a harom gyok Gsszege a volna, a kettds szorzatok
osszege pedig b. A gyokok négyzetosszege a® — 2b és hirom valds szam négyzetosszege legalabb
akkora, mint a kettdés szorzataik Osszege, tehat a® nem kisebb 3b-nél.

Belattuk, hogy a polinomnak legfeljebb egy valés gyoke van. Azt viszont tudjuk, hogy a valés
egytitthatos harmadfokd polinomnak legalabb egy valds gyoke van.

1.1. A feladat kénnyen megoldhaté derivalassal, de itt most egy elemi utat mutatunk.

Az egyenlGtlenség bal oldala szorzatta alakithatd, s ekkor azt kell belatnunk, hogy

z(1+2)(3 —5z) < 5.

A bal oldalon harom tényezds szorzat all, tehat megprobalkozhatunk a szdmtani és mértani
kozép kozotti Osszefiiggés alkalmazdsaval. Ha @ pozitiv, akkor a bal oldalon vagy minden tényezo
pozitiv (ha z < %, vagy az utolsd tényez6 nulla, vagy negativ, ekkor nincs mit bizonyitanunk.
Felteheto tehat, hogy x < 0,6 és minden tényez6 pozitiv, ez tehat nem akaddalya az alkalmazas-
nak. Nagyobb baj, hogy a harom tényez6 Gsszege nem allandé. Ezen segithetiink, ha példaul az
utolsé tényezot a-val, az elsot ba — 1-gyel szorozzuk. Ekkor azt kapjuk, hogy

(5a — 1)z(1 + x)(3a — Haz) < %,

vagy masképp

2(1+2)(3 — bu) < frdel

Eddig a-t tetszOleges pozitiv szamnak vélaszthattuk. A legélesebb becslést nyilvan akkor
kapjuk, ha egyenlOség is lehet. Ez a szdmtani és mértani kozép kozott akkor all fenn, ha a

1

bal oldalon minden tényezd egyenld. Az els6 két tényezd akkor lesz egyenld, ha x = ==, a
3a—1

a1~ Olyan a-t kell keresniink, amelyre ez a

masodik és a harmadik akkor lesz egyenld, ha x =
két érték egyenls. Igy a
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Megoldasok 1. Harmadfoku fiiggvények

15a%> —16a+1=0
egyenlethez jutunk, amelynek egyik megoldasa a = 1. (A masik megoldds az %, ez negativ x
értéket ad, ezért nem j6.) Behelyettesitve éppen a feladat allitasat kapjuk.

1.2.

1. megoldéas. Az &llitas kijon derivaldssal, a bal oldal minimumét kell megkeresni pozitiv x-
ekre. Mi most ismét elemi megoldast mutatunk. S6t, kettét is. Az els6é pontosan tgy "miikodik",
mint az 1.3 megoldésa.

Az egyenlétlenség bal oldala (24 x)(2— x) alakban frhat6. Ismét a szdmtani és mértani kozép
kozotti egyenltlenséget akarjuk alkalmazni. Ebben az alakban biztos nem jutunk eredményre,
hiszen a hirom szadm tényez6 Gsszege nem allandé.

FEzen azonban tudunk segiteni, ha az els6 tényez6t megszorozzuk egy a pozitiv szdmmal, a
masodikat pedig egy b pozitiv szimmal, amelyekre igaz, hogy

1+a=5b.

Ha ez teljesiil, akkor a harom tényez6 Osszege allando, igy - legaldbbis minden nulla és kettd
kozotti z-re alkalmazhatd a szdmtani és mértani kdzép kozotti Osszefiiggés, és azt kapjuk, hogy

az(2+ z)(2b — 2z) < 8(1 + b)3,

vagyis ,

(4 —2%) < %

Megjegyezziikk még, hogy ha = > 2, akkor a bal oldal negativ, tehat a fenti egyenlotlenség
akkor is teljestl.

Eddig a-t tetszblegesen valasztottuk. De hogyan valasszuk meg a-t, hogy a lehetd legjobb felsé
becslést kapjuk? Ezt akkor kapjuk, ha van olyan pozitiv x, amelyre a harom tényez6, ax, 2+ x
és 2b — 2x egyenld, azaz

ar =2+x=2+2a—(1+a)x.

Az els6 egyenletbol x = % A miésodikbdl x = 22+—aa Ennek a két értéknek kell egyenlonek
lennie. Ez a? — 2a — 2 = 0 esetén teljesiil. Az egyenlet pozitiv megoldésa

a=1++3.

Ezt behelyettesitve az (4 — x?)-re kapott becslésbe pontosan a feladat allitdsat kapjuk.

Egyenléség akkor van, amikor x = % = %

2. megoldas. A nulla és kett kozotti z-ek esetében a "szerepek” {igyesebben is kiosztatok, ha
a feladat bal oldalan all6 szorzatot

V4 — 224 — 22

alakba irjuk fel. Itt két tényez6 mar eleve egyenld, és elég az x tényezOt szoroznunk egy a
szammal. Ekkor a szamtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggés azt adja, hogy

a’x? + 8 — 222 !
arV4 — 22v4 — 22 = Va2a2\/4 — 224 — 22 < B — 9.

Ha itt a-t v/2-nek valasztjuk, akkor a jobb oldal &llando, 136—\\//—5, és ha az egyenl6tlenséget

elosztjuk a = v/2-vel éppen a feladat &llitasat kapjuk. Egyenldség akkor van, ha 222 = 4 — 22,
azaz T = %

1.4. Az f(x) = 23 — px + ¢ fiiggvénynek egy tetszéleges x ponthoz tartozé differenciahdnyados

fliggvénye % =y’4tyr+r—p. A0<z< \/g intervallumon ez mindig negativ, igy itt az

f fiiggvény szigortian monotonan csdkken. Az x > \/g félegyenesen ez az érték mindig pozitiv,
igy itt az f figgvény szigorian monotonan né.
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2. Az érintd Megoldasok

2. Az érinto

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

3. Fiiggvényvizsgalat

3.1. fi(z)=1nz

xT

I. ET: z > 0. II. -

<0, ,hal0<zx<l;
III. fi(x)< =0, ,hax=1,

>0, ,hal<uz.
IV. Hatarértékek:
lim, 0+ f1(z) = —o0, mert lim,_,o4 Inx = —o0, lim, o4 z =0, de z > 0.
limg 4o f1(z) = 0, mert kordbban vettiik (Inz lassabban né, mint z).
V. fi(z) = (hl_x), _ (na)s—(z)Inz _ zo—lnz i ing,

x - 2 I

x2 x2
<0, ,hae<u;
VI f{(z){ =0, ,haz=e¢;
>0, ,haz<e.
A derivalt e ~ 2,71828-ban el6jelet valt (+-bdl —), ott maximuma van a fiiggvénynek. Globdlis
maximum, értéke 1/e ~ 0,36788.
(0,e)-ben f; szig. mon. nd, (e, c0)-ben szig. mon. fogy.
VIL EK: (—oc;2].
VIIL f{,(CC) _ (171nx)/ _ (1-lnz)z?—(2?)(1-lnz) _ —3z+42zlnz _ 2lnz—3.

22 povi = v =Tz

3
<0, hazxz<ez;

IX. f{/(z){ =0, haz=e3;
>0, ha es < z.
e2 == 4,48169.
fi(z) alulrdl konkav (0; e%)—ben, mig alulrél konvex (e%; 00)-ben.
X. Grafikon: ldsd az 1. abrat!
f2(x) — 68x7x2714
I. ET: R. IL fo(z) = e~ (@9*+2 {gy a grafikon = = 4-re szimmetrikus: fo(z1) = fa(z2),
ha % =4.
ITI. fo(xz) >0, ,hax €R.
IV. Hatarértékek:
lim, o fo(z) = limy o0 fa(z) = 0.
V. fjlw) = (3 — 20)et 1,
>0, ,hax>4
VI. fi(x)q =0, ,haz=4;
<0, ,had4d<uz.
A derivalt x = 4-ben elGjelet valt (+-bol —), ott maximuma van a fiiggvénynek. Globdlis
maximum, értéke e? ~ 7,3891. Mindez mar a II-ben latott alakbdl is leolvashaté.
(—00,4)-ben fy szig. mon. nd, (4, 00)-ben szig. mon. fogy.
VIL. EK: (0;¢?].
VIIL ff(z) = ((8—20)e¥ 1) = (8 — 20)/ed "1 4 (8 — 20) (" 1) =

—92. 6833—4112—14 + (8 - 2x)2€8x—a:2—14 — (4(IE . 4)2 - 2) 68:1:—3:2—14;
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Megoldasok 3. Fligguényvizsgdlat

—

-
)
njw

0.4

0.2 / : : -
0.1 ' '

—0.1

-0.2

-0.3

| ©+
I+
o |+
+

3.1M.1. ébra.

>0, haze (4-id+L2);
IX. f3(x) =0, hax—4:t§,
>0, hax<4—£vagy4+f<:c.

4-¥2~3202, 4+ 2~ 4,707

f2(x) alulrél konvex (4 — i 74+ f) ben, mig konkav ( o034 — i) ben és konkév ( + @; 00
ben is.
X. Grafikon: ldsd a 2. abrat!

fg(:):) =ge ¥
I.ET: R. II. -
<0, haz<0;

ITL. f3(z)¢ =0, hax=0;
>0, haxz>0.
IV. Hatarértékek: lim, ,_ f3(z) = —oc; lim, ,~ f3(z) = 0.
>0, haz<l;
V. fi(x)=e " —ze®=(1—2)e®; VL. fi(x) =0, hazx=1;
<0, hal<uz.
A derivalt x = 1-ben elgjelet valt (+-bol —), ott maximuma van a fiiggvénynek. Globdlis
maximum, értéke 1/e ~ 0,36788.
(—o0,1)-ben f3 szig. mon. né, (1,00)-ben szig. mon. fogy.
VIL. EK: (—o0;1/€].
VIIL fi(x) = (x —2)e ™
<0, haz<2;
IX. f{(x)<{ =0, haxz=2; f3(x)alulrdl konvex, ha x > 2 és alulrél konkdv, ha 2 < x.
>0, haz>2.
X. Grafikon: lasd a 3. abrat!
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3. Fiigguényvizsgdlat Megoldasok

W
|
S
W
+
v

N (0¢)
S

an

Qo W
e D
—

nNO

N
71

-2 -1 1 2 34 '5 6 7 8 9 10

fo() + A+ +

f(@) + ++0—— -

() = 0+++0 ~

3.1M.2. abra.
f4( ) —=sinx + 511'123:
I. ET: R. II. paratlan fuggvény, periédusa 2m. A tovabbiakban a [0;27] intervallumban
vizsgaljuk. .

fa2m—z) = SiH(QW—SC)—FM = —sin(z)— L2 = — f,(z), tehét a grafikon szimmetrikus

a (m;0) pontra.
IIL sinz + 822 = gin z + sinz cos x = sinz(1 + cos z)
<0, harm<z<2m
sinx ¢ =0, haax=0vagy m;
>0, halO<z<m.
=0, haz=m;

(1+ cosz) { >0, ecgyébként .

<0, ham<z<2m
fa(x)q =0, hazx=0vagy m;
>0, haO<z<m.
IV. Hatarértékek: —
V. fi(z) = cos x + cos 2z = 2 cos? x—i—cosx —1=2(cosz — 3)(cosz + 1);
1 <0, halc< @ <3 3

VI.cosx — 549 =0, haz=7% vagy 3 ; , (14 cosx) elGjele fent olvashaté.
> 0, haO<x<3vagy <z <2m.

<0, ha% <x<7rvagy7r<:c< 3,
fita){ =0, haw=F vagy v vagy
>0, hal0<z<Z% vagy 5 < < 2T
A derivalt x = $-ben és x = 5?’T—ben eléjelet valt, elébbiben +-bdél —-ba, utébbiban forditva,

igy el('ibblben maximuma, utébbiban minimuma van a fiiggvénynek. A globalis maximum, értéke

sin § UG ‘/_ \/_ 3\/_ ~ 1,2990, a minimumé ennek ellentettJe
(0 5)- ban f4 sz1g mon no, (g, 277) ben szig. mon. fogy, majd ( ; m)-ben megint szig mon no.
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Megoldasok 3. Fligguényvizsgdlat

AU C
e

M>
/

/

P

N
HEEES

Qo
e —

S

dn

©

—0++++ +
file) +++0-— -
@) ————— 0 +
3.1M.3. abra.

VIL EK: [-3Y3; 3V3]

VIIL. f}(z) =—(1+4cosx)sinz;

IX. 14+ 4cosxz =0, ha z; = 1,8235 vagy xo = 4,4597 radidnban.

<0, hal0<z<z vagy m < = < x9;
1) =0, haz=0z,mx; fa(x) alulrdl konvex (z1; w)-ben és (z2; 2)-

>0, haz <zx<7vagy ro <z < 27.

ben is és alulrdl konkav (0;z1)-ben és (m;x2)-ben is.

X. Grafikon: lasd a 4. dbrat!

f3(z) = 5 In 5
I. ET: R, de folytonosan kiterjesztheté O-ra (lasd késébb). II. -
<0, haz<10;
ITL. f5(z)< =0, hax=10;
>0, hal0<uz.
IV. Hatarértékek: lim,_,o f5(z) = 0 (nem nyilvinvald), lim, o f5(x) = 0.

2
V. fi@)=el s+ 50 G =0 (3+h)

<0, hao<x<§g
VL fi(x)q =0, haz= 7 12 ~6,0653
>0, h&%<x
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3. Fiigguényvizsgdlat Megoldasok

<
--cold

T . T3
1.5 ' ' '

—0.5 E& NG /
-1
-15
faxy o + ++ + + 0 - - == = 0
fie) + + 0 - - - 0 - - -0 + +
jo - -—-—0 4+ 0 - 0+ + + 0
3.1IM.4. dbra.

A derivalt ¢ = % el6jelet valt, —-bol +-ba, igy ott globdlis minimuma van a figgvénynek. A
globalis minimum értéke —% ~ 9,1970.
(0 ,%) -ban f5 szig. mon. fogy, (%, oo)-ben szig. mon. né.
VII. EK: [—— oo)
VIIL. f!/(z) = — Q—HH%;
<0, haO<z< \}0—3;
IX. f/(z){ =0, haz= ﬁ; ;—% ~ 2,2313.
>0, ha \F < z.
f5(x) alulrél konkéav (0; @) -ben és alulrdl konvex (%; 00)-ben.
X. Grafikon: lasd az 5. abrat!

fo(z) =xln’x

I. ET: R*, de folytonosan kiterjeszthetd O-ra. II. - III. fs(x) > O (fs(0) = 0 a folyt.
kiterjesztésnél);

IV. Hatéarértékek: lim,_,q f6( ) = 0 (nem nyilvanvald), lim, . fo(x) = 0.

V. fi(z) =In’z+ 2z (2lnz)l =n’z+2lnz=mhz- (2+Inz);

<0, ha0<az<I; <0, ha0<uz<;
VI.Inz{ =0, haz=1; 24+Inz{ =0, haz=%; % ~0.1353;
> 0, ha1<:c >0, ha%<uw

< 0, ha 7 < x < 1;
fe(x)< =0, ha = 6—2 vagy 1;
>0, hal0<z< 12 Vagy1<x
A derivalt x = ——ben és x = 1-ben elGjelet valt, elobbiben +-bdl —-ba, igy ott lokalis
maximum van (erteke ~ 0,5413), utébbiban —-bdl +-ba, igy ott lokalis minimum van (értéke
0). fe eldjelét, hatarertekelt figyelembe véve megallapithatjuk, hogy fg globalis minimuma O,
maximuma nincs.
(0, e%)—ben f6 szig. mon. né, (e%, 1)-ben szig. mon. fogy, majd (1;00)-ben djra szig. mon. né.
VII. EK: [0;00).
VIIL f{(z) = 2(1+Inz);
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Megoldasok 4. Szélsbérték

10 10
Ve3 Ve
Yy
13
12

—_
—_

Ne)

—_
o
\s

=N Wk Oto 00
——

SSREE
B

[y

—

f5(z)0 — I

-
@A -0 + +

+ 4
++0
++ +

3.1M.5. abra.

<0, ha0<z<i;
IX. f{(z){ =0, haz=1 1 ~0,36788.

>0, hai<uz.
fo(z) alulrél konkév (0; 1)-ben és alulrél konvex (1;00)-ben.
X. Grafikon: lasd a 6. abrat!

4. Szélsoérték

4.1. Legyen a kip magassaga M, alapkorének sugara R. A beirt henger magassaga h, alap- és
fed6korének sugara r. A szélséérték-feladatoknal szokdsos médon az elfajuld eseteket is megenged-
jiik. A henger adataira igy

0<h<Mé&0<r<R.

Tekintsiik el6szor a kup és a henger kozos tengelyén dtmené ABC sikmetszetet az 1. dbra
szerint.

A henger felszine
A(r,h) = 272 + 27rh.

A felszinben szerepld elséfokt valtozot, a henger h magassagat kifejezhetjiik az r sugar és a kup
adatai segitségével. A sikmetszet jeloléseivel COB és ET B derékszogii haromszogek hasonlék,
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4. Szélséérték Megoldasok

2.0 ++— /
1.5 /
1.0 +—

1.5 20 25

+
+

++ +

3.1M.6. abra.

a befogdk aranya
h M

R—r R’
Ezt a kup alakjara jellemzo6 ardanyt A-val jelolve
h=AR-—r).

Helyettesitsiik ezt a h-ra kapott kifejezést a felszin képletébe és a tovabbiakban az egyszeriliség
kedvéért keressiik az f(r) = % fliggvény szélséértékét.

f(r) = % =72+ MR —7) = (1= \)r? + ARr
az r-nek legfeljebb mésodfoku fiiggvénye. A fiiggvény értelmezési tartoménya a [0; R] interval-
lum, az elfajulé esetekben pedig f(0) = 0 és f(R) = R% A megoldas tobb esetre bomlik a
féegyttthato, (1 — \) el6jele szerint.

Ha \ = 1, azaz a kip nyildsszoge derékszog, akkor az f(r) fiiggvény linearis és novekedd;
maximumat az értelmezési tartomany legnagyobb elemére veszi fel: » = R, h = 0. Ekkor a
henger elfajuld, A,,.. = 27 R?, a kip alapkorének kétszeres teriilete.

A tovédbbiakban a A # 1 feltevés mellett mésodfoki, a szokdsos mdédon a valés szdmok hal-
mazara kiterjesztett f(r) fiiggvényt vizsgaljuk. A fiiggvénynek két zérushelye van, r; = 0 és
ro = %

Legyen elészor 0 < A\ < 1. Ekkor f(r) féegyiitthatéja pozitiv, a kiterjesztett méasodfoki
fliggvénynek minimuma van. A fiigvény 0-t6l kiilonbozé zérushelye negativ, igy f pozitiv r-
ekre szigoriian monoton né. A maximumot tehdt most is az értelmezési tartomany jobb oldali
végpontjaban kapjuk, a henger felszine ilyenkor is az elfajulé esetben maximalis.

Legyen most A > 1. Ekkor féegytitthaté negativ, a kiterjesztett masodfoku fiiggvénynek max-
imuma van. Az egyik zérushelye r = 0, a masik most pozitiv. A valasz most méar azon miilik,
hogy a kiterjesztett fliggvény maximumahelye hol van az értelmezési tartomanyhoz képest. Ez
az érték a két zérushely szamtani kozepe:

20



Megoldasok 4. Szélséérték

C
<
|
=
FE
D T
h
_“_\
o T
A T R—r B
4.1M.1. abra.
AR

Tmax:m-

Amennyiben R < 7,4z, akkor f tovabbra is szigortian monoton né az értelmezési tartomanyon,
tehat még ilyenkor is az elfajuld esetben kapjuk a legnagyobb felszint. Nyomban adédik, hogy
az 1 < X feltevés mellett ez pontosan akkor teljesiil, ha A < 2.

Végiil a 2 < X esetben a maximumbhely tényleg az értelmezési tartoméany belsé pontja:

AR
= —— <R
Tmax 2()\ — 1)
Osszefoglalva: (lasd a 2. dbrat és a hozzd tartozé interaktiv weboldalt!)
Amennyiben a kiip magassaganak és sugaranak hanyadosa A < 2, akkor a maximalis felszinii
beirt henger elfajulé és felszine A = 27 R?, a kip alapkoréneck a kétszeres teriilete. Ha A > 2,
akkor a maximalis felszinli henger sugara

AR HR MR

me Ty —1) 28 —1)  2(M-R)

Végiil irjuk fel a maximélis felszinii beirt henger felszinét a 2 < A\ esetben.

A R? MR 1 XR?

Frma) = (=N 5= 15 + 55015 = 1 3=T

Igy, felhasznalva, hogy M = AR, a maximélis hengerfelszin:

TAZR? A
Amax:2 max) = = -2 M=pu-2 M.
T mas) = 50T T gy FRM = 2R

A0



5. Egyenldtlenségek Megoldasok

fr)=(1—=Nr?+ARr

R2

4.1M.2. abra.

Ha 2 < A, akkor 0.25 < p < 0.5, a mésodik tényez6, 2r RM pedig a kup koré irt henger
palastjanak a felszine.

Megjegyzés Lattuk, hogy ha A\ < 2, akkor az elfajul6 esetben kapjuk a maximumot, amelynek
értéke az alaplap kétszeres teriilete, 27 = 27 R?. Ha a 2 < X esetben is R segitségével fejezziik
ki a maximaélis felszint, akkor

)\2

— = 97R% = \u2T.
I = 1) 2=

Amax =
Ha 2 < )\, akkor egyszerii szamolassal kapjuk, hogy 1 < Au, a maximalis hengerfelszin tehat
ilyenkor nagyobb mint a ktup alaplapjanak kétszeres teriilete.

5. Egyenlotlenségek

5.10. a) f"(z) = % >0, haz > 0.

b) Az alulrél nézve konvex fiiggvény hirja a fiiggvénygrafikon {616tt helyezkedik el. Ha egy
sokszOg csucsai a konvex fiiggvény grafikonjan helyezkednek el, akkor a sokszog cstcsaibdl allo
pontrendszer tomegkozéppontja (a sokszog matematikai értelmi stulypontja) a sokszog belse-
jében, igy a fiiggvény grafikonja folott helyezkednek el (Jensen egyenl6tlenség). Esetiinkben, ha

a pontok
1 1 1
('Tlax_l)) ('T27x_2)) (xnax_n))

akkor a sulypont

?

it Tt AT, gt Tt
n n

A1



Megoldasok 5. Egyenldotlenségek

, ami tehat a gorbe w abszcisszédhoz tartozd pontja felett van:

1,1 1
1 <x1+x2—|—...+xn

T1txot..+Tn — :
n

n

Ez az 0sszefliggés a harmonikus és szamtani kozép kozti egyenlStlenség. Az egyenldség a szigorii
konvexitas miatt csak 1 = x5 = ... = x, esetén teljesiil.

5.11. a) f"(z)=2> 0.
b) Lésd az 5.10 feladatot!

5.12. a) Vegyiik észre, hogy az f(x) = sinz fiiggvény a [0;7] intervallumban alulrél konkav,
igy a Jensen egyenl6tlenség szerint

sin o + sin 8 + sin y . a+ B+ . V3
< sin =sin60° = —.
3 3 2
b) A vizsgalt kifejezés értéke barmely valésdgos haromszogben pozitiv, de ha pl « tart 180°-
hoz, akkor a vizsgalt kifejezés 0-hoz tart. Minimum tehat nincs, a legnagyobb alsé korlat a

0.

5.13. Ha a haromszog szogei «, B és v, oldalai a, b és ¢, mig koréirt korének sugara R, akkor a
Nagy szinusz tétel szerint

a = 2Rsin a, b=2Rsinf, c = 2Rsin~.

Innen alkalmazhatjuk az 5.12 feladat eredményét, a legnagyobb keriiletet a szabalyos haromszog
esetén kapjuk, mig a keriilet tetszélegesen kicsi pozitiv szam lehet.

5.15. a) Ha a haromszog szogei «, § és v, a koriilirt kor sugara R, akkor a hdromszog teriilete
2R? sin asin Bsin y. Keressiik a
sin asin 3 sin y

szorzat maximumat, ha 0 < «; 8;y < 7 és a+ f+ = m. Tekintsiik az f(x) = Insinz fiiggvényt!
Ez a fiiggvény a (0;7) intervallumban alulrél nézve konkav, hiszen f”(x) = ﬁ < 0. A Jensen-
egyenlotlenség szerint

Insina + Insin 8 + In sin~y < Insin a+B+vy I sin ™

3 - 3 3

és egyenl@ség csakis a = 8 = v = % esetén van. Szorozzunk 4t és alkalmazzuk a logaritmus

azonossagait !
. . . .. 3T
In(sin asin Bsiny) < Insin® 3

Mivel az In fliggvény szigortian monoton, igy e fenti egyenlotlenség ekvivalens a

. . . . 3T
sin arsin B siny < sin 3

egyenlotlenséggel. Tehét a szabdlyos haromszog adja a maximumot.

b) A teriilet tetsz6legesen kicsiny pozitiv szdm lehet, ha a haromszog egy szakaszhoz kozelit.
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5. Egyenldtlenségek Megoldasok

5.16. Az 5.15. feladat megolddsdnak mintdjara (a Nagy szinusz tétel alapjdn) a

sin? a + sin? B + sin? 4 (1)
kifejezés maximumaét keressiik a (0; 7) intervallumon az a+ §+~ = 7 feltétel mellett. Tekintsiik
az f(z) = sin? z fiiggvényt! Ez a fiiggvény a (5; 2) intervallumban alulrél nézve konkév, hiszen

f"(x) = 2cos(2z) < 0, ha § <z < ??TW' Igy T<apBy< %Tﬂ esetén alkalmazhatjuk a Jensen-

egyenlotlenséget :

sin? a + sin? 8 + sin? vy Lo+ B4y o T
3 < sin #* §7

és egyenlség csakis a = 3 = = % esetén van. Ebbdl kapjuk a

> ©

sin? a + sin? B + sin? y <

relaciot.
Allitjuk, hogy ha a hérom szog kozott van olyan, amelyik nem esik a (Z;31) intervallumba,
akkor az 1. kifejezés értéke %—nél kisebb.

Az (F; %T”) intervallumba nem tartoz6 szogek szinusza legfeljebb %

akkor az 1. kifejezés értéke legfeljebb % + % +1< %. Ha csak egy ilyen szog van, legyen «, akkor
a masik kettore alkalmazhatjuk a Jensen egyenlotlenséget:

. Ha két ilyen szog is van,

sin? 8 + sin? v < 2sin? @

Itt 237 = 729 fgy az 1. kifejezést feliilr] becsiili az

« . «
— sin® a4 2 cos® —

g(a) = sin? o + 2sin? U

2
fiiggvény, amelyet most a (0; 7) és a (?ﬂf; ) intervallumon vizsgalunk.
/ . 1 T
g(a):2sma-(cosa—§)>0, ha aE(O;Z),

; Z)-n illetve monoton fogy (2F;7)-n, {gy
g-t a vizsgalt intervallumon feliilbecsli a 7-hez ill. 3%—hez tartozo értéke. Az ide tartozé kifejezést
azonban a konvex esetnél mar vizsgaltuk, lattuk, hogy % nagyobb nala.

Az adott sugari korbe irtharomszogek koziil a szabalyos haromszogben legynagyobb az oldalak
négyzetosszege.

illetve ¢'(a) < 0, ha a € (%Tﬂ; 7). Ezért ¢ monoton né (0; &

5.17. Feltehetjiik, hogy a,b,c > 0 és az egyenl6tlenség igy irhato:

1 1 3

1
+ + < —0
Jre(e)® VI Vi@t Ve

OO O]

tortek pozitivak, szorzatuk 1, igy a konvexitas felé terelés miatt érdemes bevezetni az z, y, z

valtozokat a
b\ 2 c\ 2 a\?
G
a b c

A2




Megoldasok 5. Egyenldotlenségek

reldcioknak megfeleléen. Bizonyitanunk kell, hogy ha x + y + 2z = 0, akkor

1 1 1 3
< 2

+ + .
Viter J1+ev J1+er ~ V2

Tekintsiik az

1
1w =ve

fliggvényt! . (e )
M _ et —2

(@) 4. (1+ex)3’

igy f a (—oo;In2] intervallumon alulrél konkav, a Jensen egyenl6tlenség alapjan teljesiil az
egyenlGtlenség.

Ha csak az egyik valtoz6 — mondjuk x — értéke nagyobb In 2-nél, akkor a masik kettore alka-
Ilmazhat6 a Jensen egyenlotlenség, igy

1 1 1 1 2 1
+ + < + — + .
Vi+er  J1+ev J1+er T J1+e \/1—|—ey;Z V1+er \/14—3_796

Vizsgaljuk a

1 2
g(z) = +
V1+e® /1+e_7$

fuggvényt! Némi szamolds utan kapjuk, hogy

3
1 o . 7 -1\2
g'(x) = 56_5(1%_5)_% {1 - <1+ Zi )

igy g-nek x = 0-ban maximuma van (csak ez — 1 el8jelére kell figyelni), ami igazolja az egyen-
16tlenséget.
Most mar csak azt az esetet kell vizsgdlnunk, amikor az x, y, z valtozok koziil kettének is

2
legalabb In2 az értéke. A szimmetria itt feltehetjiik, hogy z > y > In2 > z. Az (3) = q,
()% = B, (2)* = 7 jeloléssel tehat afy =1, @ > B > 2 > v és igazolnunk kell, hogy
1 n 1 n 1 < 3
Vita VI+3 VI+y V2
1

kttg>2,v= ap = % igy a bal oldalon taldlhaté kifejezés feliilbecsiilhetd a

1 1 1 1 «

1
)= —F=——+ 2+ ——== 72+ +
90) = ia V3o i+ VB Vita Vita?

fiiggvénnyel, amit az o > 2 halmazon vizsgalunk. o = 2-ben g(a) = % + % < % és allitjuk,
hogy a fiiggvény a vizsgalt halmazon monoton fogy. A derivalt negativ, hiszen

gla)=(1+a)3 [(11%) - ﬂ

14z
1+22

az a = 2-ben negativ és a h(zr) = monoton fogy, amirdl derivaldssal mar konnyl meg-
gy6zédni.

A levezetésbdl az is lathatd, hogy csakis a = b = ¢ esetén 4all fenn egyenlOség.
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6. Alapuvetd integrdlok Megoldasok

6. Alapvet6 integralok

6.1.
1—tg?2
cosoz:cos2g —sin2g = 2c0s2g —1=1 —28in2g = $.
2 2 2 2 1+tg2g
Az utolsé kifejezés oo # 7w+ 2km, k € Z esetén értelmes.
6.2. )
e 2t e B 2a71+th%
ChOé—Ch §+Sh 5—2Ch 5—1—1+28h E—m
6.3.
2sin § cos §
ZSin%./l—siHQ% ,ha 0+ 4kn < o <27 + 4kn
—2sin § 1—sin2% ,ha 2 + 4k < a < 4w + 4kw
sma = 2cos §4/1 —cos? § ,ha — 7+ 4k < o < 27 + 4dk7 (k€Z)
—2cos §4/1 —cos?§ , ha 21 4 4k < o < 4w + 4kn
2tg2
ﬁ,haa#w—i—kw
6.4.
2sh5ch$
25h§ /1 + sh?§
sha — 2ch§y\/ch?*S —1  ,ha0 <«
—2ch%,/ch?% —1 ,haa<0
2 2 ) -
2hS
1-th?2§
6-5. gL 2he
tgazigj , tha = —2
1—tg?§ 1 +th%§

6.6. Eredmény: arshax = In(t + v/t 4+ 1). Ha ugyanis t = arshx, akkor

t_ et

sht:x:%::c:>62t—2xet—1:O:>et:x:|:\/x2+1,

és 0 < e¥, igy itt csak a pozitiv el6jel jon szamitasba.

6.1. a)
/2 /2
Ioz/ 1dmzz; 11:/ sinzdz = [—cosx]g/2:1.
0 2 0
Az n > 2 esetben parcidlis integraldssal probalkozunk, az v’ = sinz, v = sin® 'z, u = — cos z,

v/ = (n — 1)sin" "2 x cos = szereposztasban:

I, = foﬂ/z sin" xdx = [~ cos xsin" ! x]g/Q +(n—-1) foﬂ/z cos? zsin" 2 zdx =

2
(n—1) 5/2(1 —sin?z)sin” 2 xdr = (n — 1)I,_o — (n — 1)1,,. @)

AR



Megoldasok 6. Alapvetd integrdlok

A médszer kozvetleniil nem vezetett eredményre, de (?7)-b6l rendezéssel rekurziot allithatunk
fel a sorozatra:

n—1
I, = - I, o. (3)
tehat 1 1.3 135
T T 37 -3-5m
0T T2y T2y T 2462
2 2-4 2-4-6
L=1, =2  IL=== L=
T BTy T3y T35
s 1.3.5....-(2n—1) 2.4.6-...(2n)
Iy, = — I = . 4
T 20464 (2n) 27 T35 T 20+ 1) @
b) Mivel a [0; 5] intervallumban a sin fiiggvény pozitiv, de mindeniitt legfeljebb 1, igy itt
sin"t 2 = sin" z - sinz > sin" x, (5)

hiszen egy nemnegativ szamott 1-nél kisebb szammal szorozva az értékét nem néveljiik. Ebbdl
kovetkezben az integralokra teljesiil a

/2 /2
/ sin" ! zdz > / sin" xdx (6)
0 0

egyenlStlenség, azaz az {I,} sorozat monoton fogy.

C) Fejtsiik ki az IQn_l S IQn S Ign+1 reléciot!

2-4-...-(271—2)Zl~3-...-(2n—1)zZ ’ 7
3.5...-2n-1)° 2.4-...-(20) 2-35....-2n+1)
amibdl
2-2 44 2n—2)-2n—2) 2n >E>2'2 4.4 (2n) - (2n) (8)
1335 " @n-3)2n-1 2n-1-2-1.3 3.5 " @n-1)n+1)
tehat 5
n ™
_ >T> .
S T ®)

A {J,} sorozatrél kénnyen lathatd, hogy monoton né, (??) jobb oldala szerint korldtos, igy
konvergens és hatarértéke legfeljebb 7, de (?7) bal oldala szerint ez a hatdrérték nem lehet
kisebb F-nél, tehat egyenld vele.

6.1. a) Olyan a, b, ¢, d valés szamokat keresiink, amelyekre

2+ —4x—6 . a n b n cxr+d (1)
(22 +22+2)(z+2)?2 x+2 (24+2)2 22+22+2

Hozzunk a jobb oldalon k6z6s nevezére!

23+ 2% — 4z -6 a(r +2)(z% + 2z +2) + b(z% + 22 + 2) + (cx + d)(z + 2)?

pu— 2

(22 4 2z + 2)(x + 2)2 (22 + 2z + 2)(z + 2)? @)
Olyan a, b, ¢, d szamokat keresiink, amelyekre a jobb és a bal oldal azonosan egyenld, azaz

23+ a? —dr — 6 = a(r +2)(x® + 2z + 2) + b(x? + 22+ 2) + (cx + d) (= + 2)2 (3)

AR



6. Alapuvetd integrdlok Megoldasok

Bontsuk fel a zardjeleket a jobb oldalon és rendezziik x polinomjava!
23 4 2? — 4o — 6 = (a+ )2 + (da+ b+ 4c+ d)2® + (6a + 2b + 4c + 4d)x + (4a + 2b+ 4d). (4)

A két polinom akkor azonos, ha egyttthatéként azonosak:

a +c = 1
4a +b H44c +d = 1 (5)
6a +2b +4+4c +4d = —4
4a +2b +4d = -6

Az ismeretleneket a Gauss-féle kikiiszobol6s eljarassal fejezziik ki:

a +c =1 a +c =1 a +c =
+0 +d = -3 N +b +d = -3 N +b +d =
+2b —2¢ +4d = -10 —2c +2d = —4 —2c +2d =
+2b —4c +4d = -10 —4c +2d = —4 —2d =

azaz d = —2,c=0, b= —1, a = 1. Tehat a kérdezett hatarozatlan integral:

1 1 2 1
- - dz =1 2|+ —— — 2arctg(z + 1
/:c+2 G 2 Ayl T2t s lardg(r 1)+

1 1
z24+2zx+2 ~ (z+1)2+1°
Megjegyzés
Az (3) egyenletbe x = —2-t helyettesitve szdmos tag kiesik és kapjuk, hogy (—2)% + (—2)% —
—4(=2) — 6 = b((—=2)? + 2(—2) + 2), amibdl b = —1 gyorsabban adédik.
b) (z —2)? =2?—4r +4és 323 — 1122 + 102 — 1 = 3x + 1)(2% — 4z + 4) + 22 — 5, igy

hiszen

3x3 — 1122 + 10z — 1 2¢ — 5
=3r+1+—"—
(w22 SR Py

Az utébbi tortet parcialis tortekre bontjuk, azaz

2z — 5 a b

@—2? z-2  @=2p

alakra hozzuk. A jobb oldalt kdzos nevezore hozva

2r — 3 ar —2a+b

@22 (@-2p

azaz a = 2 és 2a — b = 5-bdl b = —1, tehat a kérdezett integral

/3 142 L _dr=2224 +2In|z — 2|+ L .
— == nlr— — +ec
v z—2 (z—22"T"T® v z—2 ¢
c) Olyan a, b, ¢, d valés szamokat kerestink, amelyekre
23— 2?4+ 9z +7 ar +b cx+d

(P +20+2) (@2 —a+1) 2°2+220+2 22—a+1

azaz,
23—+ 9 +7=(ax+b)(2®> —x + 1)+ (cx +d)(z* + 2z +2).
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Megoldasok 6. Alapvetd integrdlok

A két oldalon az azonos kitev6jl tagok egytitthatéjat egyenlévé tessziik:

a +c = 1 a +c =1
—a +b 4+2¢ 4+d = -1 N +b +3c +d = 0 N
a —b +2¢ 4+2d = 9 —b 4+c +2d = 8
b +2d = 7 b +2d = 7
a +c = 1 a +c = 1
N b +3¢ +d = 0 b +3c +d = 0
+4c +3d = 8 +4c +3d = 8 ’
-3¢ +d = 7 +3,25d = 13
azaz d =4, c= —1,b= —1 és a = 2. A tortek szamlal6jabdl levalasztjuk a nevezd derivaltjanak
konstansszorosat :
2¢0—-1 = 2242 3 —z+4  —x+0,5 3,5
224+2c+2 a242x+2 a2+4+2x+2 2—zx+1 a2—zx+4+1 22—z+4+1
Vegyiik még figyelembe, hogy
3 2 1.\2
2 2
— 1=(x—-05 0,7%=-| | —=(z— = 1
-t 1= (0~ 05) +0, 4<(¢§<x 2>)+>,
azaz )
35 14 1 _TV3 V3
2 _ 1 - E 2 - 3 2 )
rt = (%(w—%)) +1 (%(w—%)) +1
igy az integral:
/ 2e+2 3 n —x+0,5 3,5 do —
2242 +2 a242x+2 a2—zx+1 a2—zx+1 "
1 3 2 1
= In(2? + 22 + 2) — 3arctg(x® + 2z + 2) — 3 In(z® —x +1) + %—arctg%(x - 5) +c.

d) Vegyiik észre, hogy 22 + x — 2 = (z — 1)(z + 2), tehét olyan a, b, ¢, d szamokat keresiink,
amelyekre
—a3 + 722 — 122 + 18 a b cx+d

(22 + 2 —2)(2? — 22 +5) x—1+x+2+x2—2x+5’

tehat az
—2? 472 — 122418 = a(x +2)(x? =22+ 5) +b(x —1)(2® =22 +5) + (cx + d)(x —1)(z+2) (6)

Osszefliggést kell azonossdggd tenniink.

Az x-ben azonos kitevji tagokat egyenlévé téve négyvaltozos lin. egyenletrendszert kapunk,
melynek megolddsa a = 1, b = =2, ¢ = 0, d = 1. Megjegyezziik, hogy a (6) Osszefiiggésbe
r = —2-t, illetve = = 1-et helyettesitve gyorsan megkaphatjuk b illetve a értékét.

Vegyiik még észre, hogy

1 B 1 1 1 1 i
22 =20+5  (z-12+4 45 -§P+1 235>+
igy , ,
—x° + 72" — 122 + 18 1 r 1
de =In|z — 1] — 21 2| + —arctg(= — =) + .
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6. Alapuvetd integrdlok Megoldasok

6.1.

1. megoldas. Parcidlis integrdlds

Eredmény: [V1 — a?dx = “/12_7  aresing 4 o,

Alkalmazzuk a parciélis integralds [u'v = uv — [wv’ képletét az v/ =1, v = V1 — 22, u = z,
szereposztisban !

/

v = -
V142

/mdx/lmdx_xm+/m

Mivel 22 = (22 — 1) + 1, igy

dr +

——/m

/ ? d +/ !
T oo L
V1= x? V1= x?

/ﬂdm-x\/l——x?—/mm—i—/ﬁd

Egyenletet kaptunk a keresett integralra, amit rendezéssel megoldhatunk:

azaz

r — C1.

Vi—2?2 [ =de VIta? h
/\/1—x2dw:x 5 ~ 4 = top =2 ;m +ar‘;x+c2.

2. megoldés. Helyettesitéses integrdlds
z V1 — a2 kifejezés x € (—1; 1) esetén értelmezett. Alkalmazhatjuk az = = sin ¢ helyettesitést,
ha t € (—%; %), akkor minden z értéket pontosan egyszer kapunk meg.
Mivel 1 —sin?t = cos?t és t € (—%; %) esetén 0 < cost, gy V1 — 22 = cost. A fl—f = cost
Osszefiiggést is felhasznalva kapjuk, hogy

/ V1—22dz = /costcos tdt = /cos2 tdt.

Mivel cos 2t = 2cos®t — 1, igy cos?t = 1+C§S =

1+ cos2t t sin2t

2

tdt = | ———dt = — .
/cos / 5 5 + 1 +c

, azaz

A kapott kifejezést atirhatjuk z fiiggvényévé, ha felhasznaljuk, hogy sin 2t = 2sintcost és

cost = V1 —sin?t:
) T 5
/ T~ 22d arc;mx T/ 2— T .

6.2.

1. megoldas. Parcidlis integrilds
P _ o/1t2® |, In(z+v/11a?)
Eredmény: [ V1 + z2dx = 5 4 5 -
Alkalmazzuk a parciélis integralds [u'v = uv — [wv’ képletét az v/ =1, v = V1 + 22, u = x,

/

* ,
v = szereposztasban !
V14?2 p

/\/1+xdw—/1\/1+x2dac—x\/1+x2 /\/H—xQ

A0



Megoldasok 6. Alapvetd integrdlok

Mivel 22 = (22 + 1) — 1, igy

x? 1
7dx:/\/1+x2dw—/7dw+c
/\/1+:c2 V1 + 22 !
azaz )
/\/1+:c2dx::c\/1+:c2—/\/1+x2dx+/ﬁdx—cl.

Egyenletet kaptunk a keresett integrdlra, amit rendezéssel megoldhatunk:

Co.

1
evV1+22 | =i xV1+22  arshx
/\/1+x2d:c: S+ 1;””2 o=+ —
Ha még felhasznaljuk a 6.6. feladat eredményét is, akkor kapjuk a megoldas elején talalhato
formulat.

2. megoldas. Helyettesitéses integrdlds
Alkalmazzuk az x = sht helyettesitést! Mivel 1 + sh? = ch?t és 0 < cht, igy 1+ 22 = cht.
A fl—f = cht Osszefiiggést is felhaszndalva kapjuk, hogy

/ V1+ 22de = / chtchtdt = / ch2tdt.
Mivel ch2t = 2ch?t — 1, igy ch’t = H%h?t, azaz

1+ ch2t t  shat
2 = _— = —
/chtdt—/ 5 dt s+ tc

A kapott kifejezést atirhatjuk x fliggvényévé, ha felhasznéljuk, hogy sh2t = 2shtcht és cht =
= V1 + sh?t valamint alkalmazzuk a 6.6. feladat formuldjat:

2 2
/\/Td ln:c—i—\/l—i—:c :c\/l;—:c Le

6.3. A tg5 =t helyettesitéssel sinz = 1J2£2 és x = 2arctgt, igy ‘Z‘l—f = HtQ Az integral:
1+ ¢2
= ——dt = / —dt =Int =In(t
/smx 2t 1+t2 ntte= n(g2>+c

6.12. [ ——dr =In(th%)+

6.5. Hat = +/x + 1, akkor z = 1% — 1, igy d“ = 2t, tehat

dr = dt =2 5dt = 2arctgt = 2arctgy
/\/1+x+(\/1+2)3 T /t+t3 /1 arctg arctgvz + 1

6.6.

1. megoldas. Vegylik észre, hogy
62;1: B eaz(l +6x) — e . e

1+e® 1+e” ¢ 14 ez’

és itt a masodik tag f'/f alaki, azaz

e?x
/1+exdx:ex—ln|1+ex|—|—0.

5N



7. Gérbék Megoldasok

2. megoldas. Az e® =t helyettesités esetén x = Int, azaz fl—f = %, igy
G r dt = d Inft+1/+C = e" +1n |1+ e*|+C.
——dt = 1—— t=t—In|t =
/1+exx 1+tt /1 / 1+ nlt+1f+0=eFinfl+et+
6.7.

1. megoldas. Vegylik észre, hogy

T o (T X
1 =1 - — =1 2|——=1]1=2 - — =
+ sinx + cos (2 x) + cos (4 2) Cos ( ),

igy . .
T
LN Y - S o — (U PG
/1+sinx v /20052@—%) v g<4 2>+ I

2. megoldas. Az t = tg3 helyettesités esetén x = 2arctgt, azaz Cé—f = Hitg, masrészt sinx =

_ 2t ¢
- 1+t27 1gy

1 1 2
[ramto= [ 7o ot - /#dt:/ 2 it =
1+sinz 1+1+t21+t2 1+t2+2t (1+4t)2

-9 —
Tt 2T g 2

6.8. Hat=1+¢€", akkor z =1In(t — 1) és Cé—f = 1 és gy

/1d/1/1 L1
Qre2™ " J2e-—1 Jt—1 1 2“7

+C.

1
=1n|t—1|—ln|t|+Z+C:x—ln(1+e“")+1+ex

. 2,
6.9. Hat—tg2,akkor:c—2arctgt, = :H%, sm:c:%, cos:c:h—ttg, igy

1 / 1+t / gt —
2sinx—cosx+5 4t — (1 —t2) +5(1+t2)1+t2 3t2+2t+2

/ 1 / &t 1 . <3t—|—1>+c
= = —arctg | ——— :
(\/—t—l- g 5 3t+1 NG NG
6.10. Hat = +/z — 1, akkor z = 2 4+ 1, & S = 2t ¢és igy
5 242 41 2 B 1 2
/ < d:c:/ T oot =2 [ 241=2|C 44 =2
2 vor—1 1 t 1 3 ) 3
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Oy
B b St
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7.2M.1. abra.

7. Gorbék

7.2. Jelolje O az origbt, T az r sugari mozgb kor és az egyenes érintési pontjat (OT; = t),
O, a mozgd kor kozéppontjat, P, a mozgd koron a vizsgalt pont aktudlis helyzetét (lasd az 1.
abrat). A kor az egyenesen csuszas nélkiil gordiil, azaz az érintkezd feliiletek, az OT; szakasz és
az Ty Py koriv egyenléek. Ezért PO, T/ = t/r. Ha S; a P, pont vetiilete a T;O; egyenesen, akkor
0;S; = rcos %, P.S; = rsin %, azaz P, koordinatai:

t t
x(t) =t —rsin—, y(t) =r —rcos—. (1)
r r

7.3.

1. megoldas. a) Lasd az 1. abrat!

b) Jeldlje a mozgd kor és a fix kor érintési pontjat Ti,, a mozgd kor kozéppontjat O, a fix
korét O, a két kor érintési pontjat a kezddépillanatban Py, a vizsgalt pontot P, ahol ¢ = PyOT,.
A fix kor PyT,, ive és a mozgd kor T, P, ive egyenld nagysagui (cstszasmentes gordiilés esetén a
két alakzat azonos hosszisagu ive érintkeznek egymassal). A sugarakat és a szogek irdnyitasat is
figyelembe véve kapjuk, hogy T,,0,P,Z = —4¢p, tehat az O, P, vektor és 0—1’50> szoge 3. Mivel
OPF, = 00, + Oy P, és OO, (3r cos ¢, 3rsin ¢), m(r cos(—3¢p), rsin(—3yp)), igy

x(p) = 3rcosp +rcos(—3p) = 3rcosp + rcos(3p) = Rcos® ¢; (1)
y(p) = 3rsing +rsin(—3¢) = 3rsing —rsin(3p) = Rsin® .

)

A (1) paraméteres alak szerint P(z;y) pontosan akkor van rajta az asztroison, ha
x% + y% =1 (2)
Ez az Osszefuggés pontosan akkor 4ll fenn valés (z;y) szdmpdarokra, ha a kobe teljesil:
x2+y2+3x§y§ (x% —|—y%) =1. (3)
ha felhasznéljuk a (2) 6sszefliggés, akkor kapjuk, hogy

22+ y2 + Bx%y% =1, (4)
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7. Gérbék Megoldasok

7.3M1.1. abra.

amit rendezve, majd kobre emelve adédik az algebrai egyenlet:
3

27x%y? = (1 — 2 - y2) . (5)
Az atalakitdsok sorozatdban egy helyen lehet probléma: a (3) egyenletrdl a (4) egyenletre vald
attéréskor esetleg nyerhettiink gyokot. Ezt zarjuk ki a tovabbiakban.

Tegyiik fel , hogy az (z;y) szdmpdrra teljesiil a (4) Osszefiiggés, de (2) helyett a
23 +ys =14+A (6)
osszefiiggés &ll fenn valamely A # 0 esetén. A (6) egyenlet kébreemelésével majd (6) fel-
hasznélasaval kapjuk, hogy
2+ +325y5 (1+ A) = (1+ A),

amibdl (5)-gyel valé osszevetés és atalakitasok utan (kézben A-val osztunk) kapjuk, hogy A # 0
esetén

34 3A + A?
3 @

A nemnegativ x%, y§ szamokra alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlen-

séget :
2 2\ 2 2
:cgy%§<x3;y3> :<1—;A> . (8)

A (7) dsszefiiggés bal oldalanak és (8) jobb oldaldnak dsszevetésébél rendezés utdn a (A +3)2 <
< 0 egyenlStlenség addédik, amely csak A = —2 esetén teljesiil, de A értelmezése (lasd a (6)
Osszefiiggést) A > —1.

N
Wi

T3y

2. megoldés. [3]
c)

Aldbb megmutatjuk, hogy ha az a, b valds szamokra
a® + % + 3ab = 1, (1)
akkor vagy
a+b=1, (2)

=423



Megoldasok 7. Gorbék

vagy a = b= —1. Ha ezt az allitast az a = x3 b= yB szamokra alkalmazzuk, akkor lathatjuk,
hogy az L. megoldas eleJen kapott 2% + 3% + 3x3y3 = 1 egy/enletbol kovetkezik az asztrois
kiinduldsul vett 23 + y3 = 1 egyenlete, hiszen 0 < x3 # —1. Igy rovid uton kapjuk, hogy az
asztrois algebrai egyenlete az 1. megoldas 27z%y? = (1 — 22 — y2)3 egyenlete.

Jeloljon w komplex primitiv harmadik egységgyékét, tehdt w # 1, de w3 = 1, w + w? = —1.
Konnyt ellendrizni, hogy ekkor fennall a

a® +b% + ¢ — 3abe = (a + b+ c)(a + wb + w?c)(a + Wb + we) (3)
azonossag. Tehat ¢ = —1 esetén
a® +b% —1+43ab=(a+b—1)(a+wb—w?)(a+w?—w). (4)

A (4) azonossag azt mutatja, hogy ha teljesiil a (1) sszefiiggés, akkor vagy teljesiil a (2) egyenlet
is vagy (4) jobb oldala mésodik vagy harmadik tényezdje zérus. Mely valés a, b szdmokra lehet
e két tényez6 egyike zérus? Mivel w és w? képzetes része nem nulla és egymads ellentettje, igy e
tényezOk képzetes része csak b = —1 esetén lesz zérus, és ezek utan a = —1 kell, hogy a tényezo
valés része is nulla legyen. Ezzel az 4llitdst belattuk és egyuttal igazoltuk, hogy a 27x%y? =
=(1-2%- y2)3 egyenlet az asztrois egyenlete.

7.4. a) Léasd az 1. abrat!

7.4M.1. abra.

b) A gorbe 0 forgési szoghoz tartozé (z(0);y(0)) pontjanak az origbtédl vald tavolsdga r(0) =
= a#, igy koordinatai:
x(0) = af cos 0; y(0) = afsin6. (1)

c) Nem algebrai gorbe. Egy algebrai gorbét barmely egyenes véges sok pontban metsz (egy
polinom gyokeinek meghatdrozisdhoz vezet a metszépontok meghatdrozasa) vagy az egyenes
teljes egészében a gorbéhez tartozik. Az x tengely a spiralist végtelen sok pontban metszi, de
nem tartozik hozza.

A



7. Gérbék Megoldasok

7.5. a)
A P(xz,y) pont akkor és csakis akkor illeszkedik a Def.1-ben meghatarozott gérbére (lasd az 1.

abrat), ha

V2,5 2 V2.5 1

l(l"i-?) +y°| - (x—T) tyl =g

Ebbdl az egyenletbdl ekvivalens atalakitasok utdn kapjuk a vizsgalt lemniszkata goérbének a

feladatban megadott egyenletét.

7.5M.1. abra.

7.6. a) Az origd korilli B szogli forgatds és e ardnyt nagyitds kompozicidja az elsé ivet a
méasodikba képezi, hiszen ez a leképezés a gorbe (¢,r = a - e??) pontjat a (¢ + 5,7 = a-e?? - )
pontba képezi, amely szintén pontja a gérbének, ugyanis e?? - et = b 18 — b(+5)

b) Léasd az 1. abrat!

7.6M.1. abra.

c) Egy ilyen téglalap érintési pontjai a ¢, ¢ + 2, ¢ + 2, ¢ + 22 egy mésiké a ¥, 1 + T,
U+ 27”, + 37” paraméterértékekhez tartoznak, igy az elsét a méasodikba egy origd kortli (¢ — ¢)
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Megoldasok 7. Gorbék

szogli forgatds és egy e?(¥=9) ardnyt kézéppontos nagyitds kompozicija viszi.
Megjegyezziik, hogy ha 1) — ¢ = 3, akkor az egyik téglalapbdl a mésik egy egyenes mentén
val6 levagassal adédik és a két téglalap hasonlé egyméshoz. Igy egymdshoz hasonld, egyméasba
helyezett téglalapok végtelen sorat készithetjiik.

7.1. Az f(x) fiiggvény grafikonja = € [0; ] intervallum f6l6tti részének ivhossza fog V14 f?(x)dx.
Most f(z) = V1 — 22, amibél f'(x) = T, tehdt 1+ f?(x) = L=, {gy az ivhossz:

¢ 1
/0 2 dx = arcsing.

7.3. A 7.3. feladatban lattuk, hogy az asztrois az R = 4r sugart kor belsejében azon gérdils r
sugara kor egy pontjanak péalyaja. Paraméteres alakja:
z(p) = Reos® i y(p) = Rsin’ p. (1)
a) A sebességvektor koordindtai:
/

z(p) = —3R cos® psin ; y() = 3Rsin?  cos @, (2)

tehat a sebességvektor hossza:

3
V22 (p) + 4% (p) = 3R\/CO.5‘4g0 sin? ¢ + cos2psint o = 3R|cospsin ¢|\/ cos?p + sin? p = §R| sin 2¢p|.

A gorbe egy negyedivének hossza:

/2
§R/ sin2pdp = §R[— cos 2(,0]3/2 = §R,
2 Jo 4 2

azaz a teljes v hossza 6R.
b)
A negyediv alatti tertilet:

/2 / s [? 4 4 o (™2 4 6
/ z(¢)'y(p)de = —3R / cos” psin® pdp = —3R / sin®  — sin® pdp. (3)
0 0 0

A 6.1 feladatban ldttuk, hogy I = [7/% sin*wde = 132 [ = [T/ sin6 wde = 1387 azaz a (3)

integral értéke —%R27T. A negativ elGjel azért van, mert a paraméterezés szerint az x-tengely
felett jobbrdl balra halad a grafikon. A négy negyediv altal hatarolt tartomény teriilete %R27T.

c) A (1)-ben adott ponton dtmené (2)-ben adott irdnyvektort egyenes egyenletét kell felirnunk.
A (2) sebességvektorral aranyos, de egyszertibb alaku

(— cos ¢;sin )
iranyvektorral szamolva az egyenes egyenlete:
sin p(z — Rcos® ) + cos p(y — Rsin® ¢) = 0. (4)

Ebbol x = 0 esetén
y = R(cos? psin ¢ + sin® ) = Rsin g,

mig y = 0 esetén
z = R(cos psin? ¢ + cos® p) = Rcos .

A két tengelypont tavolsidga: R - \/cos? ¢ + sin® ¢ = R, ami valéban 4llandé.

A



7. Gérbék Megoldasok

7.5. a) Az Arkhimédeszi spirdlis parametrikus el6allitasa (lasd a 7.4. feladatot):
x(0) = ab cos b, y(0) = afsinb. (1)

Mivel
2'(0) = a(cos § — Osinh); y'(0) = a(sin@ + 6 cos §), (2)

igy

V@(0) + @(0))° = av/1+ 62, (3)

azaz a gorbe « és § paraméteri pontjai kozti ivének hossza
B
a/ V1 6240, (4)
(0%

Hasznéaljuk a 0 = sht helyettesitést és dolgozzunk a hatarozatlan integrallal! Mivel fl—? = cht, igy

[V1+62d0 = f V1+sh?tcht dt = [ch*tdt = [ 12l q = )
_ + sift +e= arsh@ + sht;ht _ 1n(9+v292+1) + 9\/922+1 +oe

Ebbél a kérdezett {vhossy o RETVATLL | anyAni il

b) Az u(u1;us2), v(vy;vy) vektorok skaldris szorzatanak kétféle felirdsabol bezart szogiik kosz-

inusza:
ujvy + ugve UV + U202

ol -lol g g+

Ezt alkalmazhatjuk a (1), (2) vektorokra, melyek koziil az elsé hossza af, a masik hossza pedig
(3)-ben adott igy a kérdezett szog koszinusza

(6)

cosy =

af cos fa(cos @ — Osinf) 4 aflsin fa(sin§ + O cosh) 1
a20/1 + 62 V1462

cosy =

és ebbdl
tga = 6. (7)

c) Tekintsiik azt a derékszogli haromszoget, amelynek derékszogl csicsa az origd (a spirdl
kezdSpontja) egyik befogéja az x-tengely (a kezdépontbeli érinté), atfogdja a spirdl ¢ = §
paramétert pontjahoz tartozé érint6je. Ebben a derékszogii haromszogben a két befogd aranya
5, {gy ha felnagyitjuk tgy, hogy révidebb befogdja a kor atmérdjével legyen egyenld, akkor a

kivant tertileti haromszoget kapjuk, ami téglalappa darabolhaté.

d) Legyen a szog csicsa a spirdl O kezd6pontja, egyik szara a spiral kezd6pontjaban hizott
érintd, a masik szar messe eldszor a spirdlt a P, pontban az OF, tdvolsdg harmadéval, mint
sugarral O koriil rajzolt kor a spirdlt a £ paraméterhez tartozé pontban metszi, hiszen a gérbén
az elfordulds és a kezdGponttdl vald tavolsag aranyos egyméassal. A £ = paraméterii ponthoz hizott
sugar harmadolja az adott ¢ szoget.

7.12. [y maldr =T

7.14. 003,
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7.10. 3/ = 2z, igy a kérdezett {vhossz

/01 \ (w12 + 1dz = /01 V1 + 4a2dx. (1)

A fenti integralt a 2x = sht helyettesitéssel hatarozhatjuk meg, de most gyorsitunk. A 2x = z

helyettesités esetén Z—i = %, igy

1
/\/1+4x2dx:§/\/1+z2dz (2)
Ezt az integralt mar lattuk a 6.2. feladatban. Az eredményt felhasznélva

zV1+ 4x? N In(2z + V1 4 422)

VIT2Z In(z+vVite?
/\/1+4x2d:czz 4+Z + n(z+4 ) o . y +e (3)

Az ivhossz:

! VIt da? (2 + V1t 422 5 In(2+/5
A V1+da2de = £ 5 = I T xﬁé—%;+fi—zll.

7.11. 3/ = e, igy a kérdezett {vhossz

/01 \/ (y)? + ldx = /01 V1+e?®d. (1)

Alkalmazzuk az e* = sht helyettesitést! Mivel x = In sht, igy fl—f = <l 45 a keresett integral

sht
hatdarozatlan formaban:

2 2
/\/1 ¥ e2rdy = /chtc—htdt - /@dt :/Lmdt. (2)

sht sht sht

Vegyiik észre, hogy 1%3% = sht + ﬁ és alkalmazzuk a 6.4. feladat eredményét!

t
/ V1+e2*dzr = cht +In <th§) . (3)

2ths
T—th? L
0 < e® = sht, igy 0 < t, amib6l 0 < § és 0 < th}, azaz +-ben a pozitiv eldjel kell:

/\/1+62’”dw:\/1—1—621—1—11&(\/1—1—6%—1)—x. 4)

Itt cht = /1 + sh2t = /1 + e2*. Mésrészt e* = sht = amibdl th% = ZlEvilte™ VemHeh Mivel

A kérdezett iv hossza:

\/1+62+ln(\/1+e2—1)—1—\/§—ln(\/§—1). (5)

BERQ
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t

7.12. A 7.2 feladatban mar megkaptuk a ciklois paraméteres elééllitdsat: x(t) = ¢t — rsin ,

y(t) =r —rcos %, amibdl
t t

2'(t) =1 — cos —, y'(t) = sin —. (1)

r r

a) a sebességvektor hossza:

t t t t
12(¢ 2(t) =4/2—-2 —=V24/1 - - = 2\/1—1—2‘2—:2 in — 2
x2(t) + y2(t) =4/ cosr V2 COSr V2 ( sin 5 |81n2r|, (2)

a teljes iv hossza

2rm o " ; W
/0 .CCIQ(t) + y/?(t)dt = 2/0 |Si1’l §|dt =2 |:—2T cos Z]O = 8. (3)

b) A tertilet:

2rm 2rm t 2rm t t
/ 2 (t)y(t)dt = r/ (1 — cos —)%dt = r/ 1 —2cos — + cos? —dt =
0 0 0 r r

,
2rm t 1l+cosZ 3t t 212%™
:r/ 1—2005—+¥dt:r[——2rsin—+fsin—] = 3r?r.
0 T 2 2 r 0
7.13. a) A gorbe paraméterese egyenlete Descartes koordinatakban:
2(¢) =a-e?cosd,  y(¢) =a-e’sing, (1)

tehat az érintGvektor:
2'(¢) = ab- e cosp —a - e sin g, Y (¢) = ab-e®sinp + a - € cos o,
azaz
(2'(0), ' (6)) = a - e*®(bcos ¢ — sin ¢, bsin ¢ + cos ). (2)
A v(bcos ¢ — sin ¢, bsin ¢ + cos ¢) érintévektor hossza b2 + 1, igy az érinté és a sugarirdnyt

(cos ¢, sin @) egységvektor 0 szogére a vektorok skaldris szorzata alapjan:

(bcos ¢ —sin @) cos ¢ + (bsin ¢ 4 cos @) sing b
V2 £ 1 IRV

Az érintd és a sugarszoge dllandd, ami nem is csoda, hiszen a gorbe énhasonlé. A b paraméter
és a 0 szog kapcsolata révidebben: tgLG =b.

b) Lattuk, hogy a sebességvektor hossza a - €??v/b2 + 1, tehét a kérdezett {v hossza

2 2T
a.\/b2_|_1./ eb¢d¢:%.,/b2+1.{eb¢}o :%,,/b2+1.(62b7r_1)
0

cos =

8. Furcsa fiiggvények

8.1. a) Igen van, pl f(z) = (v2)l*l.

b) Nincs. Ha f folytonos, akkor a g(x) = f(x+1)+ f(z) ésa h(x) = f(x+1)— f(x) fliggvények
is folytonosak. A feltétel mellett g és h mindeniitt irracionalis értéket vesz fel, igy a folytonossag
miatt mindketté konstans. Mivel f = %h, igy f is konstans lenne, ami nyilvan nem lehet.
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Megoldasok 8. Furcsa fligguények

MR

/
\

T~
|

8.2M.1. 4bra.

8.2. a) Igen van, pl fi(z) = ||z| — 2| vagy fao(z) = (22 — 4).
b) Igen van, ha széls6értéken csak a szigoru szélsGértéket értjitk. Egy ilyen fiiggvény grafikonja
lathat6 az 1. dbran.

8.3. Az f(z) = |x| figgvényre az o = 0 vélasztdssal a mdasodik hatarérték létezik (a tort
azonosan 0), az els6 azonban nem.
A maésodik hatarérték igy irhatd:
fatAz)—f(z) _ flz—Az)—f(z) i
lim Az - Az — limaz—
Az—0 2 2

o HetADfe) |y Se=Ae)— (o)

és itt a szamlalé mind a két tagja az els6 hatarértékkel egyenld. Tehat, ha az els6 hatarérték
létezik, akkor a masodik is és értékiik egyenld.

8.10. a)

8.10M.2. 4bra.

b) ¢, grafikonja olyan egyenes darabokbdl all, amelyek meredeksége +1, igy @, grafikonja
olyan szakaszokbdl all, amelyek meredeksége n db 41 Osszege.

c) A ¢, figgvény maximuma 271% Béarmely rogzitett z-re a {®,(x)} sorozat monoton névé
és felso korlatja az 1 = % + 2% + ...

d) ®(xzo + A) — P(xg) = Pp(zo + A) — Dp(z0) + (Pny1(@o + A) + dpra(xo +A) +...) —
— (bns1(70) + Guralwo) +...), gy [B(zo + A) — B(ao)| < By (w0 + A) — Bp(ao)| + . Ha ast
szeretnénk, hogy teljesiiljon a |®(zg + A) — ®(xg)| < € egyenlétlenség, akkor vilasztunk egy
olyan n-et, amelyre 2% < §, majd a ®,, folytonos fiiggvényhez egy olyan § > 0-t, amelyre A <
esetén @, (2o + A) — @, (20)| < §.
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9. Vegyes feladatok Megoldasok

e) Vegyiik észre, hogy = = 57 (s € Z, n € N) esetén ®,,_1(z) = ®,(z) = ®pp1(z) = ... =
— ®(2), hiszen @, (35) = eo(s) = 0.
Legyen tetszdleges k € N esetén si az az egész szam, amelyre
Sk s+ 1
il = T0 < T

Az igy definidlt ay = 524y, By = ‘;’;Ll sorozatokra lim aj = lim Sy = xg, {gy ha létezik &' (x),
k—o0 k—o0

akkor (lasd a 3. feladatot):

. Do) — 2(Br)
P’ =1 — 7
(w0) = lim —2 —3,
De (Oék) q>(5k) _ Dy (o) =Pk (Br)

P . A legutébb kapott kifejezés a &y fliggvény egy egyenes sza-
kaszanak meredeksege amely a (k + 1) paritdsaval megegyez6 paritdst egész szam. Valtakozo
paritdsi egész szamok sorozatdnak nincs hatdrértéke, ezért ®'(xo) nem létezik.

e)-f) Legyen @a, + @ant1 = ¥y (n € N). P1

Yo(z) = Pa() { _

,ha g <w<g,

< , egyébként.

NI NI

Mivel ¢, (2) = t00(4"2), igy

1
4

l\ﬁl»—t

és az egyenl6ség mindazokra az x-ekre teljesiil, amelyekre minden n € N esetén % < [4"z] < %,
tehat azokra az x szamokra, amelyek tort részének van olyan 4-es szdmrendszerbeli alakja, amely

csak 1-es és 2-es szamjegyeket tartalmaz.

9. Vegyes feladatok

9.2. a) I, = [{'Inzdr = [xInz — z]] =nlon — (n —1).

b) S _ Initln(i+1)

c) I, = "721(5 +t) = S0+ S, tehdt S S =1, — Y = nlnn — (n —
—1) — X0 ;. Masrészt

l YIni+In(i + 1) Inl Inl Inn Inn
;Sz—;f (Zlnz)———T—ln(n!)—T,
igy In(n!) = (n+ )lnn—n—i—(l—zn lt)

d) A {7,} sorozat szigorian monoton nd, elég megmutatnunk, hogy korlatos, abbél mér
kovetkezik, hogy konvergens. Rajzoljuk le ezeket a hdromszogeket tigy, hogy jobb oldali csticsukat
toljuk egybe, pl a Bs pontba. Mivel az In fiiggvény grafikonja alulrél nézve konkav, igy a B; B; 1
hir a Bj-beli és B;i1-beli érintok alatt lesz, azaz e harom egyenes meredekség szerint igy jon
egymas utan: B;yi-beli érintd, B; B;y1 htr, B;-beli érint6. Ez pont azt jelenti, hogy az egybetolt
haromszogek nem lognak egymdésba, az Osszes elfér egy olyan haromszogben, amelynek egyik
oldala By By (azaz AjBs) mésik két oldala pedig parhuzamos a koordindtatengelyekkel.

e) Mivel 0 < 7} < 7, igy a {7],} sorozat is korldtos, s mivel monoton né, igy konvergens is.

en.ecn _ eCe
e2n T C

, . 1. cn . pC
= €Y, igy vizsgéljuk az ¢, = 2" sorozatot!

f) Ha lim,, 00 ¢, = C, limy, 00

Mivel e = nrfl'f/— igy

, (ah)2e™  (2nh)e* (nl)?222
n n2n+l (271)2” 271_ (Qn)l\/ﬁ -
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Megoldasok 9. Vegyes feladatok

2 2.2-4-4-..-(20)-(2n) 2 2-4-...-(2n)
_\/%1-2-3-4-...-(271—1)-(271)_\/;1-3-...-(211—1)_

[2@2n+1) [ 22 42 (2n)
N 1-33-5

n (2n—1)2n+1)
Mivel lim,, o W = 2 és a Wallis formula szerint lim,,_, %;—1 el % =3, gy

e = V2r, azaz C = In/27.
g) A bizonyitand¢ allitdst kapjuk, ha a lim,,_,o ¢, — In /27 = 0 sszefiiggésre alkalmazzuk a
folytonos exponencidlis fiiggvényt.

9.3.

1. megoldas. a) Jelolje az i-edik fiirészfog = tengelyre es6 jobb oldali sarkat a;—1, a bal oldalit
a;, a teriiletét t;, az elsé n fog teriiletosszegét T, tehat pl 1 = ag > % =a, >ay >ag > ...,
ty =T = i stb. Az a;-tél (i > 0) jobbra kovetkez6 fog bal oldalanak meredekségébél

1 Gz @i (1)
2i a;—1 a;—1
amibél egyrészt
a  2i—1 @
ai—1 N 21 ’
masrészt ( ) )
Ai—1 — Q;)Ai—1 a;_q
t: = = . 3
! 2 44 ®)
Az ay = 1 kezdeti érték és a (2) rekurziés formula alapjin
1 13 1.3 5
M=y @75y BTUE
és indukcidval igazolhatd, hogy
1 3 5 2n —1
—_.Z2.Z. . 4
mToL6 on )
A bizonyitandé lim,,_,. a, = 0 Gsszefliggés ekvivalens azzal, hogy a
2 4 6 2n
bnzlnanzlnI—i—lng—f—lng—i—...—i—ann_l (5)

sorozat végtelenhez tart. Vegyiik észre, hogy

2i 1 1 1 \% 1 1
o1 n<+2i—1> 2in<+22‘—1) Z g me=gp

azaz b, végtelenhez tart, hiszen nagyobb, mint a harmonikus sor megfelelé részlettsszegének
fele.

2. megoldéas. [3] a)

Az {ay} sorozat monoton fogyé és 0 egy also korldtja, igy van egy x nemnegativ hatarértéke.
Indirekten igazoljuk, hogy = = 0.

Tegyiik fel, hogy x pozitiv. Akkor az i-edik haromszog y-tengellyel parhuzamos oldala nem
rovidebb x-nél, igy az z-tengellyel parhuzamos oldala legaldbb 3 hossztisdgi. Az alapok dsszege
igy

T 1 1 1

S (5
2 (+2+3+4+ )

ami tetszblegesen nagy lehet, hiszen a zardjelben a végtelenhez tarté harmonikus sor all.
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9. Vegyes feladatok Megoldasok

3. megoldéas. [1] a)
Igazoljuk teljes indukciéval, hogy a, < \/ﬁ, amibdl kovetkezik a feladat allitasa! n = 1-re

_1_ 1 . ‘ { o ki1 _ 2k4+1 _ V/2k41
a =35 < 5 valéban fennall. Masrészt o = 2 < Varga

akkor n = k + 1-re is fenndll.

igy ha az allitds igaz n = k-ra,

4. megoldas. [8] a)
Tekintsiik a, mellett a

2 4 6 2n
=T g @
sorozatot is.
Egyrészt
1 2 3 4 2n —1 2n
253 1°% Ton S 2+l
igy an < by, masrészt
arb _ 1234 2n-1 2n _ 1 =0
T2 3 4 5 777 2n 2n41 2n+1 '

Mivel 0 < a% < apb, — 0, igy a,, — 0.
5. megoldéas. [7],[2] a)
Ismeretes (Wallis formula, 6.1. feladat), hogy a

2:2 4-4 6-6 2n - 2n
1-3 3.5 5.7 77 (2n—1)-(2n+1)

Jn

sorozat 5-hoz tart. Vegyiik észre, hogy
1
2
=———0,
= on 1) J,
tehat az {ay} sorozat is 0-hoz tart.

6. megoldas. b) Az a) feladatrészre adott 9.3M1 megoldés elsé bekezdésének képletei segit-
ségével kiszamolhatjuk az {a;}, {t;}, {T;} sorozatok elsét koveté néhany tovabbi elemét is:

i 1] 2 3 4
T 3 5
% | 5| § | ig
P [ s S g1
i | 4|32 | 956 | 4096
T [T 9] 5| 122%
“| 2132 | 256 | 4096
Vegylik észre, hogy
T,_9  T_% T _49

™8 T, 24 Ty 48
amibdl sejtheto, hogy

Toy1  (2n+1)%* (2n+1)? )
T, (2n+12-1 2n-(2n+2)’
tehat n > 1 esetén ) ) )
1 2n — 1
=L 3 5 Gn-D @)
4 2-4 4-6 (2n —2)-2n

A (2) osszefiiggést indukcidval igazoljuk. A feladat a) részére adott a 9.3M1 megoldds elsé
bekezdése utolsd két képletének Gsszevetésébol:
b1 (1 35 22’—1)2
T+ \2 46 T 2w )
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Megoldasok 9. Vegyes feladatok

1 3 5 (20 —1)2 2
4024 4.6 777 (20—-2)-2 2i-(2i+2)]
igy
1 32 52 (20 —1)2 1 (2i + 1)?
T =Ti4tig1= |~ - : (1) =7 .
w1 = Lt b (4 2.4 4.6 (2 — 2) - 2 ( +2¢-(2¢+2)> " 20 (20 +2)
A T, sorozat (2) képletében felismerhetjitk a Wallis formula (6.1. feladat) .J,, sorozatat:
1 20 1
T ==. R
"2 41,
tehat ] 5 1
lim T, ==-1-= ==,
n—»00 2 T T

9.1. a) %: = u=+1-— 22, igy

1—u

Iy(§) = /152 du__u
0 0 1—u2 V1-¢2 \/1—u2

Tehat a kornek az a hirja, amely az abszcisszatengely [0;€] intervalluma felett van, egyenld
hosszu az [/1 — &2;1] intervallum feletti {vvel. Ha ,bevezetjiik” a teljes integrélra vonatkozé
fo 17 = 5 ,jelolést”, akkor eredményiink igy is irhato:

Io(/1-€) = 5 = I (&).

A Go(&) = In(+/1 — £2) egyenlettel definidlt fliggvényt mér ismerjik: Go(§) = arccos&.

b)
d
z=2zxV1-—2? és d—xz - =
z 1-v1—
44/1 — 22 5
igy
/5 dx /2§v152 dz z
0 V1—2z2 B 0 /1 — 1—\/21—22 4” /1—\/21—;;2 N
1/2§v1—§2 zdz 1 /2§v1—§2 dz
2 \/1—22\/1—1—\/1—z2\/1—\/1—z2 2 Jo V1= 22
azaz

€ dz V1€ g ”
Eredményiink egyfajta ,,duplikacios” formula: anelkul, hogy meghataroznank az Iy(€) inte-
gralfiiggvény explicit alakjat, meg tudjuk mondani, hogy meddig kell integrdlni ugyanazt az
integrandust, hogy az integrél értéke kétszer akkora legyen.
Most a
2arcsin £ = arcsin(2£,/1 — £2)

azonossagra adtunk szokatlan bizonyitast. Ez az azonossag més alakban ismerésebb: a £ = sina
helyettesités utdn mindkét oldal szinuszat véve kapjuk a

sin 2ac = 2 sin «v cos «

Osszefliggést, a szinusz fiiggvény duplikacids formulajat.
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9. Vegyes feladatok Megoldasok

9.3. a) Messe a H ponton at a C'A sugarral parhuzamos egyenes a KN egyenest A’-ben. A
CMH, HA'K héaromszogek hasonléak (HCM/ és A’HK/Z merdleges szart szogek), mig a
HA'K, CAN haromszogek egybevagok. A vizsgalt ivek egyenlSk, hiszen kozépponti szogeik
egyenldk (lasd a 3. dbrat).

H P
B M

K

N

C A

9.3M.3. é4bra.

b) Legyen CA =1 és CB = ¢ < 1, tehét az ellipszis egyenlete
y=cV1-—ax2 (1)

Hasznalni fogjuk az n = 1 — ¢® > 0 rovidité jelolést. Az érinté meredeksége

dy ___ @ 2)
de 1 — 22’

tehat a

vektor érinté iranyd és hossza

c2x? 1—nz?
— ]_2 — - 3
R )

igy az érintd irdnyu egységvektor:

1— 22 cx
Q(\/l_nxz;‘m) @

A vizsgalt T M szakasz hossza az CM (x; /1 — x2) vektor u vektorra es6 meroleges vetiilete:

MT =e-CM,

MT(z) = na | f__i?j; (5)

Vizsgalt fliggvényiink nemnegativ és folytonos, x = 0-ban és x = 1-ben zérus az értéke, igy a
[0; 1] intervallum belsejében lesz maximuma. A

azaz x fuggvényeként:

nxt—222 +1

MT'(@) = n\/(l —nx?)3(1 — 2?)

(6)
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Megoldasok 9. Vegyes feladatok

derivélt a [0; 1] intervallumban csak © = —==-ben zérus, ez a maximumbhely. A maximum értéke

\/1+
1 — ¢, tehat a fél nagytengely és fél kistengely kiillonbsége.

c) Felhasznaljuk az a) rész szamolési eredményeit. Mivel H K = e, igy a K, N pontok absz-

[1— 22

Az ivhossz az érint6 hosszanak (lasd (3)) integralja, tehét az alabbi Gsszefiiggést kell igazolnunk:

1 — nt? 1—nt2 1— 22
/\/ 1—t2dt /\/ 1—t2 x\/l—nxQ' (8)

A (8) bal oldalan taldlhat6 integral kiszamitasaval kisérletezve a

1—1¢2
8:\/1—nt2 9)

helyettesitést prébaljuk ki. A hatdrok mdédositasa egyszerti: t = 1 az s = 0 értékhez, mig (7)
alapjan t = u az s = x értékhez tartozik. Masrészt (9)-bol

‘ 1—s2
V1 —ns?’

dt 1—ns?2 n-1

— =3 .

ds 1—52 (1 —ns?)?
Mindezekbdl

L /1 —nt? 1 — ns? n—l t [1—ns?2 1—n
—dt = d = ds =
L\/1—t2 / V1o ° /0 V182 (1 —ns22®
/ 1—n5 / 1 —ns2nst —2s2 +1
= ds.
1 — g2 1— g2 (1- ns?

A legutolsé kifejezést is lattuk mar (6)-ben, tehat

xT
— _ Q2
NA_BM—{ns 1-5 ] .

cisszéja (4)-b6l

igy

1 —ns?
0

1-ns? 1

xT
Mivel — [nsy /=2 }0 = —nz\/1=E, = —MT (lisd (5)) fgy az allitdst igazoltuk.
d) A keresett pont a b) feladat eredménye és a c) feladat allitdsa szerint az ellipszis x =

= i abszcisszdjt O (i ey/15) pontja, melyre CO = \/ 52 = VI—cF &, fgy a CAF

hiromszog C'F' oldalara felirt koszinusz-tétel igazolja az allitast.
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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